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Abstract: Given a cube W* in the fixed euclidean threespace we define a
one-parameter motion ¢ of the 6 faces of W* by dividing the edges of the
cube with ratio t€ R. Our construction gives 6 congruent quadrangles which
are stretched from a center by a factor, such that each of the 6 quadrangles
remains stiff while # varies. The quadrangles then define a one-parameter
motion ¢ of 6 systems ;,...,56. It turns out that all partial motions Z; /%;
(z3=1, ... ,8, z#]) have the following property: In T; and Z; resp. there
exist at least planes r; and r; such that all points of r; are moved on spheres
with centersin r;. Therefore we may add joins with spherical links between the
two planes and get moveable (overconstrained) models of the cube. For three
neighbour systems T;, ©;, £ with a common vertex of W* the three motions
2% /%, Z; /%; and T; /Zk, have the following property: The relation mentioned
above between the planes r;,7;, 7 resp. gives closed chains (triangles) of joins.
Moreover the planes of these triangles form angles with r;,r; 7, which remain
fixed during the motion ¢. Therefore we are able to construct moveable models
of the cube by adding 8 triangles which are linked to the systems %;,...,Zs by
spherical 2R-links. The resulting mechanism should have the general degree
of freedom F= —18. Our procedure therefore gives a great family of new
overconstrained linkages. The last chapter of the paper is devoted to a more
general theorem, which shows that the same results may be reached, if the
construction of the one-parameter motion ¢ is based on other regular or even
nonregular polyhedra with special properties.

In letzter Zeit sind von verschiedenen Autoren bewegliche Struk-
turen untersucht worden, die bei allgemeinen Abmessungen ihrer Teil-
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systeme starr wiren, bei spezieller geometrischer Anordnung jedoch
zumindest einparametrig (also zwanglaufig) beweglich sind (vgl. H. Sta-
chel [14] und [15] bzw. K. Wohlhart [17] und [18] sowie die Fiille der
dort angegebenen Literatur). Die vorliegende Serie von Arbeiten ist
zwanglaufig' beweglichen Polyedermodellen gewidmet, wobei auf dem
Polyeder zumindest eine Schar regelmafliger Facetten auftritt.

Zuerst wenden wir uns einem Wiirfel zu, dessen 6 Seitenflichen als
‘starre Systeme ¥, ... , ¥ durch geeignete Stabe untereinander verbun-
den sind. Diese Kette von Systemen Y, ... ,YXs gestattet einen Zwang-
lauf. Uberraschend zeigt sich hier, daf die dabei auftretenden Relativ-
zwanglaufe X;/3; (i # j) symmetrische Schrotungen in Krames’schem
Sinne (vgl. J. Krames [5]-[11]) mit einer algebraischen Grundregelfliche
4. Ordnung sind, bei der oco? Punkte von ¥; auf Kugeln mit Mit-
ten in X; gefithrt werden. Die fraglichen Punkte gehdren dabei jewe-
ils 2 Ebenen an, von denen eine stets mit der Ebene des Quadrates
auf dem Ausgangswiirfel zusammenfillt. Uberraschend 138t sich die so
entstehende zwanglaufige Kette nicht nur als kinematisches Stabmodell
sondern auch als Serie von
Systemen herstellen, die aus
6 Vierecken und 8 Dreiecken
besteht. Benachbarte Dreiecke
und Vierecke sind dabei durch
24 spharische 2R-Gelenke an-
einandergebunden. Damit ist
eine Verallgemeinerung eines
von H.F. Verheyen [16] ge-
fundenen Mechanismus aus 6
Quadraten und 8 gleichseiti-
gen Dreiecken gefunden. Ei-
ne Offsetbildung wie beim von

Abbildung 1 K. Wohlhart in [17] und [18]

untersuchten Drehturm (Offset des Heureka-Polyeders) soll vorliufig
unterbleiben.

Dafl Teilzwangldufe mit co? oder sogar co® sphirischen Bahnen
moglich sind, 148t sich auch fiir bewegliche Modelle der oben genannten
Polyederklasse nachweisen. Weitere Beispiele fiir solche bewegliche Po-
lyedermodelle sollen in zwangloser Reihenfolge in weiteren Teilen dieser
Arbeit untersucht werden. Vor allem die regularen Polyeder verdienen
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unser besonderes Augenmerk — der zweite Teil der Arbeit ist dem Te-
traeder gewidmet.

1. Ein aquiformer Zwanglauf und ein bewegliches
Wiirfelmodell

Wir legen den Einheitswiirfel W* des ruhenden Systems ¥* wie
in Abbildung 1 zugrunde und bezeichnen die Eckpunkte wie folgt in
einem kartesischen Normalkoordinatensystem {O*;z*;y*, z*}:

@ =(1,0,0), @’3;=(1,1,00% @3=(1,1,1)", @;=(1,0,1),
@5 =(0,0,0), @§=(0,1,0), @;=(0,1,1)", a5 =(0,0,1)".
Fiir benachbarte Eckpunkte definieren wir (einer fiir den beweglichen
Mechanismus des ,,Heureka-Polyeders” von H. Stachel [14] vorgefithrten

Uberlegung folgend) auf den Kanten des Wiirfels von ¢ € R a.bhanglge
Teﬂungspunkte

(1) TLM) =1 -)Tr+ta ije{l...8), z';:éj
Durch geeignete Verbindung entstehen so 6 kongruente Teﬂquadrate T;
(vgl. Abbildung 1 fiir ¢t = 0.7) mit der Seitenlange

(2) s(t) = V1 — 2t + 22,

die nach Ausiibung einer Streckung aus O* mit Faktor 1/s(t) in Quad-
rate iibergehen, deren Gréfle nun sogar von ¢ unabhingig kongruent
ist. Die neuen Quadrate bezeichnen wir wieder mit T;. Mit diesen 6
Quadraten, deren Ebenen mit 7; bezeichnet werden, lassen sich Systeme
¥, ... Y verbinden, die gegeniiber ¥* und untereinander vermoge t €
€ R im Sinne der euklidischen Bewegungsgruppe des E; zwanglaufig
bewegt werden. Diese Zwanglaufkette werde mit ( bezeichnet. Threr
Realisierung durch Stabmodelle oder Modelle mit Drehgelenken wollen
wir uns in dieser Arbeit zuwenden. Dazu untersuchen wir zuerst die
auftretenden Relativzwanglaufe:

Die Relativzwanglaufe X;/%* von ( sind vollkommen steile Dar-
bouxsche Umschwungbewegungen. Die Umschwungachse fallt in das Lot
n; aus der Wiirfelmitte auf die Quadratebene T;.

Die Relativzwanglaufe ¥ ; /%; sind bei unserer Auswahl nicht spha-
risch (beim analog aus einem reguliren Oktaeder hergestellten ,Heu-
reka-Polyeder” werden dagegen benachbarte Facetten spharisch iiber -

2R-Gelenke verbunden — vgl. H. Stachel [14]). Fiir sie gilt der folgende
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Satz 1. Zu fast jedem Punkt der Ebene des Grundquadrates im System
Y; (i =1...6) gibt es bei der Zwanglaufkette ( einen korrespondieren-
den Punkt in der Ebene des Grundquadrates im System X; (j =1...6,
i #7), sodaff der Abstand dieser beiden Punkte bei ( von t unabhingig
ist, also bei X;/%; konstant bleibt.

Beweis. A) BENACHBARTE FACETTEN: Verbunden mit den be-
nachbarten Quadratebenen 7y, 73 filhren wir wie in Abbildung 1 karte-
sische Normalkoordinatensysteme {u’;, z;,¥:,2:} (i = 1,2) ein. Dann
gilt fiir die Ortsvektoren zum jeweiligen Koordinatenursprung

wi(t) = (t) —(1,0,1 —t)*
' u5(t) = @(O,I,t) .
Die Einheitsvektoren der Achsen z;,y;,z; werden in ©* durch
i) = ()(Ott 1%, T = (t)(o 1—1t,1),
Zi(t) = (1,070)t

1

ZH(t) = —<(1—t,0,—), Ti(t) = —(¢,0,1 —
7;@) = (05 _17 O)t

erfaft. Punkte P;...(z1,¥1,0) und Ps...(2z2,y2,0) der beiden Quad-
ratebenen besitzen im ruhenden System X* die Ortsvektoren
(5) Piltz,y) = Vi) + 21 @)+ YI(E)  baw.
Pt z2,y2) = Wi(t) + 227 5(8) +y2 Y 5(2)-
Fiir den Abstand d(\t, T1,Y1,Z2,Yy2) dieser Punkte errechnen wir das im
allgemeinen vom Parameter ¢ abhingige Quadrat zu

(4)

dz(t7$1,y17732ay2) =

. [( 1+ 2z, ) —22 + Y2 )]2
= 1—y | +¢ —z1 + 1 =
6 2(1 ’
(6) s*(t) -1+ z1 +yo 2—21 —y1 — T2 — Y2

_ [ a + t_g)]
EOR
wobe1 die Vektoren @ und b nur von Ausgangs- und Endpunkt P, ..
.- (z1,91,0) bzw. P, ...(22,y2,0), nicht aber von ¢ abhangen. Der Ab-
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stand d(t,z1,y1,22,y2) entsprechender Punkte ist daher genau dann
von ¢ unabhangig, wenn im Zihler von (6) ein zu sz(t) aus (2) propor-
tionales Polynom 2. Grades in ¢ auftritt, also die Bemehung

) 1:-2:2=2%:22% : 52
erfiillt ist. (7) 1aBt sich in die beiden Gleichungen
(8) @'+ 25 =0 und 2@ b + 52=0

umformen. Nach kurzer Rechnung erhalten wir daraus, dafl der Abstand
der beiden gewidhlten Punkte der Quadratebenen genau dann von t
unabhéangig ist, wenn zwischen den Punktfeldern die Beziehung
(9)  m= o, =

3 +yi 23 + 41
besteht. Die durch (9) beschriebene Abbildung von 7 nach 7, ist Zu-
sammensetzung einer Inversion am Einheitskreis k12 (Zentrum U, =
= I13) in 71 mit einer nachfolgenden Bewegung, die die Koordinatensys-
teme von X; und ¥; zur Deckung bringt. Dies g]lt auch fir die inverse
Abbildung. Der Koordinatenursprung wurde in'$; und X, jeweils so
gewahlt, daf er mit dem zugehorigen Inversionszentrum zusammenfallt.
Der Einhéitskreis (Inversionskreis) k12 enthilt zwei der Quadratecken.
Abbildung 1 zeigt den Inversionskreis und die Wirkung der Abbildung

(10) Vig: 1 — 1

zwischen den Quadratebenen, die gemaf (9) erklirt ist. Zwischen sich
in dieser Verwandtschaft entsprechenden Punktepaaren lassen sich nun
spharisch in den Quadratebenen angelenkte starre Stibe einspannen,
ohne dafl die Beweglichkeit verloren geht. Freilich ist ‘darauf zu ach-
ten, daB die Stibe sich nicht gegenseitig behindern. Abbildung 2 zeigt
hnks eine ,recht gute Anordnung”, bei der die Seitenmitten (1,0.5,0)
und (0.5,1,0) von 7; mit den zugehdrigen Punkten (0.8, 0.4,0) und
(0.4,0.8 O) in der Ebene von T, und umgekehrt verbunden werden —
217 und Y5 sind dann durch 4 Stabe aneinandergebunden. Wird dersel-
be Vorgang fiir je zwei benachbarte Facetten wiederholt, so entstehet
.ein zwanglaufig bewegliches Gesamtmodell des Wiirfels. Dieses enthalt
neben den 6 Quadratflichen noch 12 * 4 = 48 Stibe und besitzt bei
allgemeinen Abmessungen den theoretischen Freiheitsgrad

(11) F=5%6-—48 = —18.
Abbildung 2 zeigt rechts das trotzdem fiir t € [0.5 + ¢,1] zwanglauﬁg
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bewegliche Modell in der
Stellung ¢ = 0.7 (e ist
von der Dicke der Stabe
abhingig). Dabei wurden
der besseren Ubersicht-
lichkeit wegen eine Quad-
ratfacette und alle zu ihr
fiihrenden Stabe wegge-
lassen. '
Durch geeignete Wahl
anderer (auch mehrerer
Stabe) lassen sich un-
ter Ausniitzung der Ver-
Abbildung 2 - wandtschaft (9) beliebig
viele weitere bewegliche Modelle des Wiirfels gewinnen.

Ein besonders reizvoller Sonderfall wird in Abschnitt 3 untersucht.
Satz 1 ist also fiir benachtbarte Facetten bewiesen. Nun folgt kurz der
zweite Fall: A :

B) GEGENUBERLIEGENDE FACETTEN: Seien mit T} und 74
gegeniiberliegende Quadrate des Wiirfels bzw. mit ¥; und X4 die zu-
gehorigen Systeme bezeichnet. Wir haben zu Beginn festgestellt, dafl
die Realtivzwanglaufe ¥; /X* und ¥4/¥* Umschwungbewegungen um
die hier zusammenfallenden Achsen n} = n} sind — der Zwanglauf
¥4/%; ist als Zusammensetzung ebenfalls eine Umschwungbewegung
 um diese auch in ¥; und X, feste Achse. Wenn wir mit beiden beweg-
ten Systemen so wie vorhin kartesische Normalkoordinaten verbinden,
so besitzt der jeweilige Koordinatenursprung im ruhenden System X*
den Ortsvektor

—Fk _L AT 7w

ul(t)—.s(t)(l,o,l ) baw.
(12) )

wi(t) = —=(0,0,t)".

s(t)
Wir erkennen unschwer, daff der Abstand dieser beiden Punkte von ¢
unabhingig ist. Der Koordinatenursprung von ¥4 lauft daher bei £4/%,
auf einer Kugel um den Koordinatenursprung von ;. Die Umschwung-
bewegung ¥4 /¥ fithrt somit alle Punkte von ¥4 auf Kugeln mit Mitten
in ¥;. 34/%; ist demnach als Bricardsche Umschwungbewegung erkannt.
Da ein Punkt der Quadratebene 74 des Quadrates Ty auf einer Kugel
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mit Mitte in der Ebene 7 des Quadrates 7; lauft, tun dies alle (vgl.
O. Bottema [1, S. 324 {]). Die so vermittelte Koppelung G14: 71 —
— 74 zwischen den Quadratebenen ist wieder eine Inversion (diesmal
am Umkreis des Ausgangsquadrates T7) gefolgt von einer Bewegung
(vgl. J. Krames [6]). Damit ist Satz 1 auch fiir gegeniiberliegende Fa-
cetten bewiesen. { ,

Der in dem zweiten Fall auftre-
tende Sachverhalt ist fir die Bil-
dung beweglicher Modelle weniger
geeignet, da das Innere des Quad-
rates 17 auf das Auflere von T
abgebildet wird. Blofi die Ecken

- von Tj lassen sich durch Stabe mit
den entsprechenden von T, ver-
- binden. Werden diese Verbindun-
gen fur je zwei gegeniiberliegende
Wiirfelseiten realisiert, so entsteht
ein Modell aus 12 Stiben und 6
Quadratfacetten, das zwanglaufig
Abbildung 3 beweglich ist. Es stellt sich heraus,

daf} 6 Paare dieser Stiabe (allerdings von verschiedenen Teilzwanglaufen
herrithrend) wihrend des Gesamtzwanglaufes ihrerseits die Diagonalen
fester Quadrate in den Ebenen der Ausgangsquadrate bilden. Die neu-
en Quadrate sind zu den alten kongruent und vollfiihren wahrend des
Zwanglaufes ( gegen diese reine Drehbewegungen. Das dann entstehen-
de bewegliche Wiirfelmodell liefe sich daher aus 12 kongruenten Quad-
ratfacetten herstellen, die in den Quadratecken sphérisch (allerdings
geniigen wegen der Konstanz der Quadratebenenstellungen spharische
2R-Gelenke) und in den Quadratmitten iiber reine Drehgelenke gekop-
pelt sind (vgl. Abbildung 3 — dort sind auch 2 der oben angesprochenen
Verbindungsstabe eingetragen, die in die Diagonalen der neuen Quad-
rate fallen). Es handelt sich dabei um ein Analogon des von H. Stachel
in [14] erwahnten Tetraederzwanglaufmodells des Jitterbug-Modells.

Bevor wir uns dem nachsten Abschnitt zuwenden, beweisen wir
noch den spater wichtigen -

Hifssatz 1. Seien im Fall A der benachbarten Facetten Pi(zy,y1,0)
und Py(zq,y2,0) zwei sich in der Verwandtschaft Vip (9) entsprechen-
de Punkte. Wird die Streckung (2) rickgdngig gemacht, so beschrei-
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ben P, und P, auf dem Wirfel W* Bahngeraden, die einer nur von
Pi(z1,11,0) abhingigen Ebene €*(x1,y1) angehdren.
Beweis. Die Bahnen der im Hilfssatz angesprochenen Punkte besitzen
in: 2* nach (5) bzw. (9) die Parameterdarstellungen

?I(ta L1, yi) -

(13)

q z(t l'l,yl) -

1
tzy + (1 —t)y sowie
(1—1t)(1—=21)+ 1ty
(1—=1t)z1 +tn
1 2 )
z7 + Y1
+y?

t(z] +yi) —tzr + (1 — )y

und sind daher geradlinig. Es ist unschwer nachzupriifen, dafl’ diese
beiden Bahngeraden (13) der Ebene

(14) e*(z1,91) - 2" (e} +y —21—y1)+y* (I—21—91)+2" (21 —y:) =
angehoren und sich daher i.a. schneiden. {

2. Der Relativzwanglauf Y, />, ist ebenfalls eine

symmetrische Schrotung

Untersuchen wir nochmals als Beobachter im System X* (vgl. Ab-
bildung 4) die Bewegung von X;/%;: Es ist klar, dal ¥ fur jedes i

Uy

Wy

Abbildung 4

w*

durch Splegelung an der Geraden
a* (Verbindung der gemeinsamen
Wiirfelkantenmitte X; mit dem
Wiirfelmittelpunkt) aus ¥; hervor-
geht. Nun driicken wir die Gera-
de a* ins System %; durch. Die
Spiegelungsachse a* trifft das Lot
ny aus dem Mittelpunkt AM; des
1. Quadrates auf dieses Quadrat.
a* schneidet weiters die Ebene m
der Quadratfacette im Punkt X,

~— Y der aus M; und dem auf der ge-

meinsamen Wiirfelkante gleitenden
Quadrateckpunkt mit den Gangko-
ordinaten (1,1,0) unter einem rech-
ten Winkel gesehen wird. Nach
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Ausiiben der von t € R abhéngigen Streckungen erscheint diese Spie-
gelungsachse a* in %, als (stetige) Schar von Erzeugenden einer Re-
gelflache I'; mit folgenden Eigenschaften: :

1) Die Schnittkurve von I'; mit der Quadratebene ist der Thales-
kreis c; iiber dem Quadrat-Eckpunkt (1,1,0) und dem Mittelpunkt M;
des Quadrates.

2) Der Winkel a von a* zur Ebene 11 = [z1y;] ist der halbe Winkel
benachbarter Quadratfacetten — es gilt daher o = 45°.

3) Die Positionen von a* treffen das Lot n; auf r; = [z1y1] durch
den Quadratmittelpunkt M;. Da die entstehende Regelﬂéiche Ty die
Gerade n; als Doppelgerade besitzen wird, verwenden wir zu ihrer Be-
schreibung neue kartesische Normalkoordinaten {M,z,y, 2}, die -aus
den in ¥; sonst verwendeten durch Schiebung und nachfolgende Dre-
hung um die z;-Achse (Drehwinkel —45°) hervorgehen sollen. In diesen
Koordinaten besitzt I'; die einfach zu berechnende Gleichung

(15) (2% + % — 2/V2)? — 2(z® +y?) =0.
I'; ist demnach eine algebraische
z ~ Regelflaiche 4. Grades mit der

Doppelgerade n; und dem Le-
itkreis ¢; in der Quadratebene
als Doppelkegelschnitt (vgl. Ab-
bildung 5). Die Erzeugenden von
I'y sind gegen die Ebene 7, =
= [z1, 1] unter dem Winkel o =
= 45° konstant geboscht. Der

it
3 ) Zwanglauf ¥, /Y, entsteht daher
S /] ! \ auch, indem das feste System X;
/ a - der Reihe nach an den Erzeugen-

“Yden von I’y gespiegelt wird —
N ¥, /3 ist demnach nach J. Kra-
Abbildung 5 .~ mes [10] als symmetrische Schro-

. tung anzusprechen.
In [10] studiert J. Krames gerade symmetrische Schrotungen mit dieser

Grundregelflache. Er weist nach, dafl die dabei auftretenden Bahnkur-
ven rationale Raumkurven 4. Ordnung sind — vgl. auch die Untersu-
chungen [13] des Autors iiber Bewegungen mit durchwegs rationalen
Bahnkurven 4. Ordnung. v
J. Krames zeigt in [10] auch, daB bei diesen Zwanglaufen (neben
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den Punkten eines nullteiligen Drehzylinders) genau die Punkte zweier
gangfester zueinander orthogonaler Ebenen spharische Bahmen durch-
laufen (auch R.Bricard [3] hat Zwanglaufe dieser Art bereits angege-
ben). Die erste Ebene mit dieser Eigenschaft haben wir bereits gefunden
— es ist dies die Ebene 73 des Quadrates T3, deren zugehorige Bahn-
kugelmitten in der Ebene des Quadrates 7} bereits bestimmt wurden.
Wir fassen zusammen in

Satz 2. Die Relativzwangldufe ¥1/%; benachbarter Facetten unseres
beweglichen Wiirfelmodells sind symmetrische Schrotungen mit speziel-
len algebraischen Grundregelflichen 4. Ordnung. Nach J. Krames [10]
sind diese Zwanglaufe rationale raumliche Zwangliufe 4. Ordnung, bei
denen die Punkte je zweier zueinander orthogonaler gangfester Ebenen
auf Kugeln gefihrt werden.

Hier konnen wir uns auch klarmachen, wie das Inversionszentrum
fiir (9) synthetisch zu ermitteln ware: Die Momentanbewegungen des
Relativzwanglaufes ¥5/3; sind nach J. Krames i.a. Schraubungen um
~die Zentraltangente der Grundregelfliche I'; in der entsprechenden Er-
zeugenden. Eine Momentandrehung liegt genau dann vor, wenn die Er-
zeugende auf I'y Torsallinie ist — die Drehachse ist dann das Lot auf
die zugehorige Torsalebene im Schnittpunkt mit der Leitgeraden n;.
Eine Momentandrehung stellt sich bei unserer Annahme fur t = 0.5
ein — Momentandrehachse durchstoft die Ebenen der beiden Quadra-
te genau in den Zentren der Inversion (9), die wir von vornherein als
Zentren unserer Koordinatisierungen in ¥; und Y3 gewahlt haben.

Fur die beiden Ebenen des Gangraumes, deren Punkte spharische
Bahnen durchlaufen, kommen nach J. Krames [10] nur Symmetriee-
benen der Grundregelfliche in Frage. Neben der bereits untersuchten
Quadratebene z = 0 besitzt I'; (15) noch die Symmetrieebene z = 0.
Thre Punkte gehoren zu den beiden in ¥; bzw. ¥, fixierten Ebenen
z1 = y; bzw. z2 = y2 und besitzen in ¥* die Ortsvektoren

Pilty,z) = Ti() + (T + T1() + 21 Z1(2)

0O Bslt ) = T2 + 12 (F30) + T2) + 2 730,

Fiir das Quadrat der Verbindungsvektoren p'¥(¢,y1,21)— P 5(t,y2,22) :=
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7(t, Y1,21,Yz2, 22) finden wir wie in Abschnitt 1

_)
d 2(t7y1’217y2722) =

Tty 0 a2
o :{gl“jK—liyzyz)H(zu—;l—yz))}+<—§2>} -
={ (t)[a+tb]+c}2.

Dieser Abstand ist genau dann von ¢t € R unabhéngig, wenn 1: —2: 2 =
= @2:20 0 : b2und @C =0 gilt. Ersteres fithrt mit (9) auf eine
einzige Beziehung, letzteres auf eine zwelte Gleichung. Die Auswertung
liefert Abbildungsgleichungen

1 z1(2y1 — 1)
(18) Y o und 2z (=)
Sie vermitteln zwischen den beiden Ebenen z; = y; und z3 = y2 wieder
eine (symmetrische) quadratische Verwandtschaft Q5.

Die Einschrankung auf die Schnittgerade z; = y1, z3 = 0 mit
der Ebene 7, des Quadrates Ty stimmt mit der Inversion (9) iiberein.
Die Grundpunkte der quadratischen Verwandtschaft finden sich in der
Quadratecke (1,1,0) und im Fernpunkt der z;-Achse. Eine der Grund-
geraden liegt in der Normalen n;...(z; = y3 = 0.5) — die entspre-
chenden Bildpunkte finden sich im Grundpunkt (1,1,0) (Quadratecke)
in ¥,. . Diese Ecke des Quadrates T 1afit sich daher iiber ein in n; an-
gebrachtes Scharniergelenk mit dem System ¥; koppeln — ihre Bahn
ist bei ¥3/3%; ein Kreis mit Drehachse.n;. Werden die Quadratecken
reihum mit den geeigneten benachbarten Quadratmitten iiber Scharni-
ergelenke verbunden, so entsteht im wesentlichen wieder das bereits in
Abbildung 3 gezeigte Modell, da sich nachweisen 1ait, daf die in einem
Lot n; zusammenlaufenden Stabe konstanten Winkel behalten und die
Diagonalen eines der eingefiigten zusatzlichen 6 Quadrate bilden.

3. Bewegliche Modelle eines Wiirfels aus Dreh-
gelenken

Nun wollen wir Spezialfille des in Abschnitt 1 diskutierten Stab-
werkes betrachten: Wir fiigen zu den benachbarten Systemen ¥; und
¥, noch ein drittes ¥; hinzu, das zu einem an die Quadrate 7} und
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T; angrenzenden Quadrat T3 gehort (vgl. Abbildung 6 — dort wurden
die jeweiligen Inversionskreise k;; und Inversionszentren I;; der Trans-
formationen V;; eingetragen). Nun wollen wir von T} ausgehend Stébe
~ zu den Nachbarquadraten 75 und 73 so einfiigen, daf§ sich das Stab-
werk in der Quadratebene 7 nach einem Umlauf um die angrenzende
Wi irfelecke schliefit. Wir miissen dabei in 7; von einem Punkt P aus-
gehen, fir den die Identitat

(19) P = V31 (V23 (V12(P)))

gilt. Die Zusammenset-
zung der drei in Formel
'(19) angefithrten Inver-
sionen und Bewegungen
bewirkt in der Ebene 7

_ eine- Mobiustransforma-
= Intion Mia3. P muB einer
der Fixpunkte von M3
sein. Beim Studium von
Mobiustransformationen
ist es ublich, die eukli-
dische Ebene um einen
Punkt oo zu erweitern.
Er wird (zur Ebene 7
gerechnet) bei den Inver-
sionen Vi bzw. Vi3 in
die jeweils entsprechen-

Abbildung 6 den Zentren I;; bzw.

23 U5

I3, abgebildet. (vgl. Abbildung 6), die sich in der Inversion V3 ent-
sprechen. Der Punkt oo ist daher Fixpunkt von M3 — Mj3 ist damit
sogar eine euklidische Ahnlichkeit. Weiters zeigt Figur 6, daf} die zwei
Quadratecken 7...(1,1,0) und 2...(0,1, 0) sowie der Quadratmittel-
punkt M; ...(0.5,0.5,0) ebenfalls Fixpunkte von M3 sind. Man hat
dazu blof8 fiir die genannten Punkte der Reihe nach die Wirkung der

entsprechenden Inversionen zu verfolgen (vgl. die in Figur 6 eingetrage-
nen Dreiecke 1,5, M, sowie 2,/,M;3 bzw. M;,3,6). Eine Ahnlichkeit mit
3 nichtkollinearen Fixpunkten ist die Identitat: M;,3 ist damit als Iden-
titat in 7 erkannt. Zu jedem Punkt P; aus der ersten Ebene erhilt man
so zwei weitere P, := Vi5(P;) und P3 := Vi3(P;) in den Nachbarebenen,
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sodaB das Dreieck P; P, P; beim Zwanglauf ¢ starr bleibt. Nach Hilfssatz
1 wissen wir, dafl sich die Bahngeraden je zweier Dreieckseckpunkte
auf dem ungestreckten Wiirfelmodell jeweils in einer Ebene befinden.
Die drei so entstehenden Ebenen sind daher identisch — nach der Stre-
ckung behalt daher das Dreieck P, P,P; beim Zwanglauf ( konstante
Neigung gegen die Ebenen 7y, 73, 73 der Quadratfacetten. Das Dreieck
P, P, P3 kann daher an den Systemen ¥1,%2,%;3 in den Punkten P,
P, P; nicht nur sphirisch sondern sogar iiber sphirische 2R- Gelenke
mit Scharnieren in den Ebenennormalen von 7; und der Dreiecksebene
[Py PyP;] angebunden werden.

Wahlt man eines dieser Dreiecke fiir die Konstruktion eines Stab-
werkes und vervollstindigt sinngemaf fiir alle anderen (geeigneten)
Tripel von in einer Wiirfelecke benachbarten Quadratfacetten, so ent-
stehen zu den 6 in den Quadratcbenen entstehenden Vierecksfacetten
zusatzlich noch 8 wihrend des Zwanglaufes starre Dreiecke D; ... Djg.
Der Mechanismus besteht demnach aus 14 Systemen, die iiber 8 * 3 =
= 24 spharische 2R-Gelenke aneinandergekoppelt sind. Er wiirde bei
allgemeinen Abmessungen den Freiheitsgrad F = 6+ 13 — 4 %24 = —18
besitzen. Wir haben damit eine ganze Serie neuer ubergeschlossener
Mechanismen gefunden. :

Die interessanteste Konfiguration stellt sich ein, wenn als Aus-
gangspunkt P; in 7y der Schnittpunkt von k5 und k13 gewahlt wird
— das Dreieck ist dann gleichseitig: Abbildung 7 zeigt die Positionen
dieses zwanglaufig beweglichen Mechanismus fiir die Parameterwerte
t = 0 und ¢ = 0.5 in allerdings verschieden skalierten Ansichten. Da-
bei wurden die Quadrate 7y ...Ts nur innerhalb jener vom Punkt P,
und seinen entsprechenden herrithrenden Quadrate Q1 ... Qs materi-
ell ausgefithrt. Durch Aufsetzen von geraden Prismen auf die Quad-
rate und Dreiecke ensteht das abgebildete Modell, das sich in die-
ser Form auch gut aus Karton herstellen 1afit. Die Doppelscharniere
wurden durch starre Kreissektoren verbunden. Der Mechanismus ist
in dieser Ausfihrung sogar in einem knapp ftiber das Intervall t ¢
€ [0,1] hinausgehenden Parameterbereich zwanglaufig beweglich. Die .
volumsméfig grofite Ausdehnung erfihrt das Modell fiir den Wert ¢ —
= 0.5 — das von den Dreiecken und Quadraten begrenzte konvexe
Polyeder ist ein ecken- und kantengestutzér Wiirfel, bei dem die Drei-
ecksseiten allerdings nicht gleiche Lange wie die Quadratseiten besit-
zen. Der Neigungswinkel zwischen Quadrat- und Dreiecksebenen besitzt
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hier den Wert « = arccos(1/(1/+/3). Dieses bewegliche Wiirfelmodell
ist identisch mit einem bereits von H.F. Verheyen in [16] vorgestellten
Mechanismus.

Abbildung 7

FEin weiteres — bislang anscheinend unbekanntes — Beispiel sei
in Abbildung 8 vorgestellt: Von einem Seitenmittelpunkt P, des Aus-

Abbildung 8

gangswiirfels aus wurde das zugehorige (dann gleichschenkelige) Drei-
eck konstruiert. Wird diese Konstruktion reihum fiir die 4 Seitenflachen
des Wiirfels, nicht aber fiir Deck- und Bodenfliche wiederholt, so erzeu-
gen die entstehenden 8 kongruenten gleichschenkeligen Dreiecke in den
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Wiirfelseitenflachen Parallelogramme, die fiir Deck- und Bodenfliche
sogar Quadrate sind. Abbildung 8 zeigt diesen zwanglaufig bewegli-
chen Mechanismus aus 8 kongruenten gleichschenkeligen Dreiecken, 4
kongruenten Parallelogrammen und 2 Quadraten. In den Dreiecksecken
sind entsprechende Systeme jeweils durch spharische 2R-Gelenke ver-
bunden. Damit ist erstmals gezeigt, dafl solche zwanglaufig bewegliche
Modelle nicht nur — wie man aus den Arbeiten von H.F. Verheyen
[16] vermuten kénnte — aus zwei Scharen kongruenter regelmaBiger
Facetten bestehen miissen.

Um gezielter allgemeine Modelle nach diesem Ergebnis herstellen
zu konnen, benotigen wir eine Charakterisierung der Ebenen, in denen
die Dreiecke vor unserer Streckung bleiben. Diese Ebenen werden fiir
den Fall der Seitenfacetten ¥; und ¥y durch Gleichung (14) beschrie-
ben. Es ist leicht nachzuweisen, daf es sich bei dieser zweiparametrigen
Ebenenschar um die Tangentialebenen der Kugel

(20) K* . (z—05)24+(y—05)*+(2—05)2=0.25

handelt. (20) ist genau die Inkugel unseres Wiirfels W*. In jeder Quad-
ratebene des Ausgangswiirfels lauft ein ebener aquiformer Zwanglauf
mit globalem Fixpunkt M; (i = 1...6) in den Seitenmitten ab. Alle
Punkte der Wiirfelebene durchlaufen dabei Geraden und befinden sich
zum Zeitpunkt ¢ = 0.5 in den Fuflpunkten ihrer Bahngeraden fiir das
Lot aus den Fixpunkten M;. . Daraus lafit sich eine einfache Konstruk-
tionsvorschrift fur die Herstellung solcher beweglicher Modelle ableiten.
Sie wird am einfachsten fiir den Parameterwert ¢ = 0.5 formuliert und
besteht aus folgenden 3 Schritten (vgl. Abbildung 9 fiir die Herstellung
des Modelles aus Abbildung 8):

a) Am Ausgangswiirfel W* werden mit Hilfe von 8 Tangentialebe-
nen der Inkugel K* von W* die Ecken gestutzt (so gewahlt, dafl noch
Dreiecksfacetten entstehen). _

b) Jede Seitenflache 7; des Wiirfels schneidet die zugehorenden 4
eckenstutzenden Tangentialebenen von K* i. a. nach vier Geraden, auf
denen wir die LotfuBlpunkte der Lote aus der Seitenmitte M; bestim-
men. Durch Verbinden entstehen so in den Wiirfelseitenflachen i.a. 6
Vierecke V;...Vs, in den zum Stutzen verwendeten Tangentialebenen
i.a. 8 Dreiecke Dy ... Dy.

c) Werden Dreiecke und benachbarte Vierecke wie oben durch ge-
eignete spharische Doppelscharniere aneinandergebunden (der Winkel
der Facetten kann am eckengestutzten Wiirfel abgelesen werden), so
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entsteht ein Mechanismus aus 14 Systemen, die iber 24 Gelenke gekop-
pelt sind. Trotz des allgemeinen Freiheitsgrades F' = —18 ist jeder der so
hergestellten Mechanismen zumindest zwanglaufig beweglich. Die Ab-
bildungen 7 und 8 zeigen zwei iibergeschlossene Systeme, die sich auch
nach diesem Prinzip herstellen lassen. In Abbildung 9 ist dieser Algo-
rithmus zur Herstellung solcher zwanglaufiger Modelle anhand zweier
Tangentialebenen der (nicht eingetragenen) Inkugel des Wiirfels vor-
gefuhrt.
Wird diese Situation auf
alle Seitenflachen (ausge-
W* nommen Deck- und Grund-
flache) des Wiirfels durch
Drehung ibertragen, so ent-
steht das angedeutete Mo-
dell, das iibrigens mit je-
nem aus Abbildung 8 tiber-
einstimmt. '
Bemerkung. Werden 8 be-
liebige Tangentialebenen der
Inkugel zum Eckenstutzen
verwendet, so werden die
nach obigem Algorithmus

Abbildung 9
festgelegten Vierecke (bzw. Dreiecke) i.a. nicht untereinander kongruent
S€ein. :

4. Stabmodelle einer allgemeihen Polyederklasse

Zum Abschluf} verallgemeinern wir noch die Ideen von Abschnitt 1
weiter: Wir geben im Ej ein beliebiges Polyeder 7* vor, auf dem zumin-
dest eine Serie von kongruenten regelmaBigen Facetten ®F (i = 1...n)
existiere. Zu jeder Facette lassen sich wie in Abschnitt 1 durch Strecken-
teilung mit Faktor ¢ € R dazu dhnliche Facetten ®; erkliren, die gegen .
7* jeweils von t abhangige dquiforme Zwanglaufe beschreiben. Da der
von t € R abhangige Verzerrungsfaktor fir alle ®¥ (+ = 1.. n) der-
selbe ist, sind die Relativzwanglaufe ®;/®; (i, =1...n, i # j) sogar
Zwanglaufe in der euklidischen Bewegungsgruppe. Nach geeigneter —
von t € R abhiangiger — Streckung oder Stauchung entsteht demnach
ein zwanglaufig bewegliches Modell der ausgewahlten Menge kongruen-
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ter Facetten von 7*. Die bewegten Facetten ®; werden zu bewegten
Raumen 3, fortgesetzt. Dann 1aBt sich vollkommen analog zu Satz 1
folgender allgemeiner Satz beweisen: '
Satz 3. Im B3 sei eine Menge kongruenter regelmafiger Facetten &}
(:=1...n) auf einem geeigneten Polyeder m* gegeben. Wird aus diesen
Facetten wie beschrieben ein zwangliufiges (geschlossenes) Modell mit
Teilsystemen %; (i = 1...n) erzeugt, so gilt: Alle Relativzwangliufe
Yi/%; (i # j) fihren fast alle Punkte der Facettencbenen ¢; C ¥, auf
Kugeln; deren Mitten der Ebene v, C 'X; angehoren.

Der Beweis verlauft identisch zu jenem von Satz 1 und werde
hier daher unterdriickt. Ohne Beweis sei erwahnt, daf die regelmifigen
Facetten sogar nur ahnlich zueinander sein brauchen, ohne daf obiger
Sachverhalt seine Giiltigkeit verliert. Zwischen entsprechenden Punkten
lassen sich Stibe einfiigen, dic spharisch an die entsprechenden Syste-
me angelenkt sind. Damit sind bewegliche Stabmodelle der genannten
Polyederklasse herstellbar.
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