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Abstract: The paper presents a generalization of the stereographic projec-
tion on the unit sphere. This generalization is introduced as the ~ompositi-
on of a net projection with a stereographic projection. Additionally, a line-
geometrical approach is outlined. We discuss the image of a linear complex
of lines which contains the focal lines of the net. This image turns out to be
a “generalized bundle of circles”. Finally we prove a conjecture of U. Fink on
biquadratic rational parametric representations of quadric surfaces.

Einleitung

Zur mathematischen Beschreibung von Kurven und Flichen wer-
den im Computer Aided Geometric Design’ meist polynomiale oder rati-
onale Parameterdarstellungen verwendet [13]. Ein wesentlicher Vorteil
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der rationalen Darstellungen bestcht dabei in der Tatsache, daf} sie
Kegelschnitte urd Quadriken, die traditionell fir viele technische An-
wendungen von Interesse sind, exakt beschreiben konnen. In den letzten
Jahren wurden verschiedene Methoden zur Konstruktion rationaler Pa-
rameterdarstellungen fiir Segmente von Quadriken entwickelt (siche [3,
9, 11] und die Verweise in [5]). Die meisten dieser Methoden verwenden
dabei die stereographische Projektion. Diese Abbildung besitzt jedoch
unter anderem den Nachteil, daf} sich nicht jede biquadratische rationa-
le Parameterdarstellung einer Quadrik als Bild einer bilinearen Flache
erzeugen lafit. (Ein Gegenbei.piel wird u.a. in [9] angegeben.) Weiterhin
ist es nicht moglich, jede spharische rationale Kurve der Ordnung 2n
als Bild einer Kurve der Ordnung n zu konstruieren.

Die in [5] eingefithrte veraligemeinerte stereographische PrOJektlon
vermeidet diese Nachteile. Im weiteren werden am Beispiel der Einheits-
kugel einige geometrische Aspekte des Verfahrens untersucht.

Nachdem im ersten Abschnitt die durch ein Drehnetz vermittelte
Netzprojektion kurz eingefithrt wurde, definiert der folgende Abschnitt
die verallgemeinerte stereographische Projektion als Zusammensetzung
von Netzprojektion und stereographischer Projektion auf die’Kugel.
Zusatzlich dazu wird im anschlieflenden dritten Abschnitt ein linien-
geometrischer Zugang vorgestellt. Im Abschnitt 4 wird das Urbild der
Kreise einer Biischelsatz-Konfiguration sowie das Bild eines Geraden-
komplexes bei einer Netzprojektion betrachtet. Der abschlieBende fiinfte
Abschnitt ist den Eigenschaften von biquadratischen rationalen Para-
meterdarstellungen der Kugel gewidmet. Dabei gelingt es, eine Vermu-
tung von U. Fink (siehe [9, S. 102]) zu beweisen.

1. Projektion mittels eines Drehnetzes (Netzprojek-
tion)

Den folgenden Uberlegungen liegt der dreidimensionale reelle euk-
lidische Raum E? zugrunde, der durch Hinzunahme von Fernpunkten
projektiv abgeschlossen sei. Gelegentlich wird auch die komplexe Er-

weiterung dieses Raumes herangezogen. Die Punkte des E® werden mit
Hilfe homogener Koordinatenvektoren p = (po p1 p2p3)", p € R* \{0}
mit ' ‘

(1) ‘ l:w:*y':z,zpo:pl‘:pgng |
beschrieben. Die Fernebene wird dabei von den Punkten mit py = 0
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gebildet. Die Geraden des E’ werden durch ihre homogenen Pliicker-
Koordinaten & = (919293949596) ", & € IR°\{0} dargestellt, siche
beispielsweise [12, S. 224f.]. Diese Koordinaten geniigen der Pliickerbe-
dingung '

(2) g194 + 9295 + gz gs = 0.

Die Menge der Geraden, deren Pliicker-Koordinaten den beiden Glei-
chungen :

(3) ga=0g1 und gs=0gs

geniigen, bildet ein Drehnetz zum Parameter ¢ € IR U{co} mit dem
Mittelpunkt m = (1000)" und der Mittelebene z5 = 0. Bei diesem
Drehnetz handelt es sich fir o ¢ {0,00} um eine elliptische lineare
Geradenkongruenz mit zwei konjugiert-hochimaginiren Brenngeraden,
vgl. [12, S. 231f]. Es besteht aus den Bahntangenten der Punkte der
Mittelebene z3 = 0 bei einer Schraubung mit dem Parameter —p um die
z-Achse. Fiir o > 0 ergibt sich ein Links-, fiir ¢ < 0 dagegen ein Rechts-
Drehnetz. Im Fall ¢ = 0 entartet die Kongruenz zum Geradenbiindel
durch den Ursprung und dem Feld der Geraden der Mittelebene z3 = 0.
Fir ¢ = oo erhélt man das Biindel aller zur z-Achse parallelen Geraden
und das Feld der Geraden der Fernebene.

Durch jeden Punkt p = (pop1paps)’ € E® verliuft genau eine
Gerade § p des Drehnetzes (3). Sei f, = (0f; f2 f3)7 der Fernpunkt
dieser Geraden. Die Pliicker-Koordinaten der Netzgeraden § , = pVf,
lauten dann
() |
8 =(pofr pofe pofs pafs —psfr psfr—pifs pifo—pafi)'.
Aus den beiden Netzgleichungen (3) erhilt man nun den Fernpunkt
(5) £, =(0 pips+ opop2 paps — gpop1 ps +0°py) "
der Netzgeraden g,. Fiir den Schnittpunkt 9,(p) dieser Netzgeraden
mit der Mittelebene z3 = 0 ergibt sich damit unmittelbar

‘ 1 | , &P+ p5
(6)  Po(p) = — [(pi‘ +0pg) p —pfy) = gzizg + ggigz :
. _ 0
Die -Abbildung 9, : p = J,(p), die jedem,Punkt des E® den Schnitt-
punkt der durch ihn verlaufenden N étvzgéfﬁf ng p mit der Mittelebene
z3 = 0 zuordnet, wird als Netzprojektion beziiglich des Drehnetzes (3)
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zum Parameter ¢ bezeichnet (p ¢ {0,00}). Sie entartet fiir o = oo in
eine senkrechte Parallelprojektion auf die Mittelebene, fur o = 0 da-
gegen werden alle Punkte auf den Ursprung des Koordinatensystems
abgebildet.

Als Beispiel zeigt Abbildung 1 ein Drehnetz zum Parameter o = 1
und die dadurch vermittelte Netzprojektion ¥;. Weiterhin sind drei der
im Netz enthaltenen Drehhyperboloide dargestellt.

Mittelehene @y = 0
des Drehmnetzes

\l\_\_IJ_)/ Netzgerade durel p

Abbildung 1. Netzprojektion 14

Die Netzprojektion wurde 1911 von L. Tuschel als die durch eine
Geradenkongruenz vermittelte Projektion eingefithrt [16]. Einen zweiten
Zugang fand W. Wunderlich [17]: Die Netzprojektion 1afit sich als eine
Parallelprojektion bezuglich des Clifford-Parallelismus im elliptischen
Raum auffassen. Einige Eigenschaften der Netzprojektion ¥, sollen hier
kurz zusammengefafit werden, vgl. [16, 8]:

e Als Bild einer Geraden, die nicht in der linearen Kongruenz (3)
enthalten ist, entsteht ein Kreis oder eine Gerade in der Mittele-
bene z3 = 0. (In [8, 16] wurde als Bild einer Geraden ein in der
Bildebene befestigter Kreis eingefiihrt, indem auf dem Kreis noch
der Schnittpunkt der Bildebene mit der Geraden ausgezeichnet
wurde. Im Unterschied dazu wird hier nur der Kreis als Bild der
Geraden betrachtet.)

e Als Urbild eines festen Kreises oder einer festen Geraden k in der
Mittelebene z3 = 0 erhalt man eine Ringquadrik im E’. Dic Ge-
raden des zum Netz konjugierten Regulus dieser Quadrik werden
auf den Kreis bzw. auf die Gerade k abgebildet.

o Jede Ebene des E® enthilt genau eine Netzgerade. Das Feld der
Geraden einer Ebene wird auf ein Kreisbiindel in der Mittclebene
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abgebildet, dabei ist der Tragerpunkt des Biindels das Bild der in
der Ebene enthaltenen Netzgeraden.

Die Netzprojektion ¥, wurde hier zunachst als eine Abbildung der
Punkte des E’ auf die der Mittelebene z3 = 0 eingefithrt. Gleichzeitig
kann sie als Abbildung der Geraden des E® auf die (evtl. zu Punkten
oder Geraden entarteten) Kreise in der Mittelebene aufgefaBt werden.

Zwei Netzprojektionen (6) zu verschiedenen Parametern o1, 02 ¢
{0, oo} lassen sich durch eine geeignete Streckung ineinander tiberfithren,
da sich die entsprechenden Drehnetze (3) durch eine solche Streckung
aufeinander abbilden lassen. Daruber hinaus ist es sogar moglich, jede
Netzprojektion beziglich eines Drehnetzes als Zusammensetzung von
77 mit geeigneten affinen Abbildungen darzustellen.

2. Die verallgemeinertestereographische Projektion

_ Die Menge aller Punkte qcE EB, deren homogene Koordinaten der
quadratischen Gleichung

(7) | Cw=atate

genugen, bildet die Einheitskugel des E’. Im Computer Aided Geometric
Design wurden von verschiedenen Autoren Verfahren zur Konstruktion
rationaler Parameterdarstellungen fiir die Kugel und fiir andere Quad-
riken entwickelt ([3, 9, 11] u.a.). Ein grundlegendes Werkzeug dabei
ist die Verwendung der stereographischen Projektion. (Der Einfachheit
halber soll im weiteren stets die Abbildung auf die Sphare als stere-
ographische Projektion bezeichnet werden, obwohl es sich dabei streng
genommen um die Umkehrung dieser Projektion handelt.)

Die stereographische Projektion mit dem Zentrum n= (1001)"
(dem ,Nordpol“ der Kugel) von der Mittelebene p3 = 0 auf die Ku-
gel (7) wird in homogenen Koordinaten durch die Abbildungsvorschrift
o: 1+ o(r) mit r = (rg ry 72 0)7 und
rg+ritry

2 ToT1

2 roT2
—rg + i+
beschrieben, vgl. [12, S. 372ff.]. Jeder eigentliche Punkt r der Ebene
z3 = 0 wird dabei auf den von n verschiedenen Schnittpunkt der Gera-

(8) J(r):2r0r+(—r§+rf+r§)h:




- 186 R. Dietz, G. Geise und B. Juitler

den n V r mit der Einheitskugel (7) abgebildet. Die (reellen) uneigent-
lichen Punkte erhalten den ,Nordpol“ n als gemeinsames Bild.

Setzt man die Netzprojektion ¥, zum Parameter o ¢ {0,00}
(vgl. (6)) mit der stereographischen Projektion (8) zusammen, so ent-
steht eine Abbildung 6, = 001, der Punkte des E® auf die Einheitskugel
(7). Nach Einsetzen von (6) in (8) (und Unterdriicken des sich abspal-
tenden Faktors p?p3 +p?) erhalt man fiir diese Abbildung in homogenen
Koordinaten die Darstellung ~

~ ¢*(pg +pi +p3) + 13 90
' 20°pop1 — 20p2p3 q

9 6 == = —
(9) o(P) 20%pop2 + 20p1p3 4 P
0*(—p§ + p? + p3) — pi a3

Uberraschenderweise ergibt sich als Zusammensetzung zweier quadra-
tischer Abbildungen also erneut eine (in den Koordinaten des Punktes
p) quadratische Abbildung. Sie wird im weiteren als die verallgemeiner-
-te stereographische Projektion §, zum Parameter g ¢ {0, 00} bezeichnet.
Fir o = oo entartet sie in die ,gewohnliche” stereographische Projek-
tion, wobei die Punkte des E® zunichst parallel zur z-Achse auf die
Ebene p; = 0 projiziert werden. Im Fall o = 0 dagegen werden alle
Punkte auf den ,Stidpol“ der Einheitskugel abgebildet.

Mittelebene

mz/mo

Netzgerade 971 (r) = L C))

Abbildung 2. Verallgemeinerte stereographische Projektion &1

Als Beispiel ist in Abbildung 2 die verallgemeinerte stereogra-
phische Projektion 6, zum Parameter o = 1 dargestellt.. Der Punkt
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pE £® wird zunachst durch die Netzprojektion 9, auf den Punkt r in
der Mittelebene z3 = 0 abgebildet. Der Punkt 6;(p) ist dann das Bild
von r bei der stereographischen Projektion o. Ahnlich wie bei der Netz-
projektion 9, kann die verallgemeinerte stereographische Projektion 0,

sowohl als eine Abbildung der Punkte des £’ auf die der Sphare, aber

auch als eine Abbildung der Geraden des E® auf die (evtl. zu Punkten
entarteten) spharischen Kreise aufgefafit werden.

Die verallgemeinerte stereographische Projektion wurde in [5] ein-
gefithr: Dem urspriinglichen Zugang liegt eine Darstellungsformel fiir
pythagoraische Quadrupel in Polynomringen zugrunde, die (fiir ganz-
zahlige Quadrupel) bereits 1868 von V. A. Lebesgue gefunden wurde
[4 (S. 265), 15]. Andererseits ist (mit anderen Bezeichnungen) die grund-
legende Bezichung ¢2 = ¢? + g5 + g3 zwischen den Komponenten des
Vektors &,(p) (siehe (9)) schon 1819 von C. F. Gau} notiert worden
[10]. Auch aus der bekannten Darstellung eigentlich orthogonaler 3 x 3-
Matrizen nach L. Euler aus dem Jahre 1770 kann die Relation zwischen
den g; abgelesen werden, siehe beispielsweise (2, S. 23]. Aus ihr erhalt
man gleichzeitig neben é; noch zwei weitere verallgemeinerte stereo-
graphische Projektionen derart, da die drei Bildpunkte eines Punktes
p € E° paarweise orthogonale Ortsvektoren besitzen.

Die verallgemeinerte stereographische Projektion ist im allgemei-
nen keine idempotente Abbildung, also keine wirkliche Projektion. Bei
der von ihr induzierten Selbstabbildung der Kugel wird die gesamte
Fliche auf die siidliche Hemisphére (einschlieflich des Aquators) ab-
gebildet. Der Aquator bleibt punktweise fest. Breitenkreise gehen in
Breitenkreise fiber. Die Punkte des Aquators sind anziehende Fixpunk-
te, der Siidpol dagegen ist ein abstofilender Fixpunkt.

Zur Konstruktion der verallgemeinerten stereographischen Projek-
tion 6, = 0 09, kann an Stelle des Drehnetzes (3) eine beliebige ellip-
tische lineare Kongruenz mit der Mittelebene z3 = 0 verwendet werden,
deren Brenngeraden diese Ebene in den beiden absoluten Kreispunkten
schneiden.

Aufgrund der Kreistreue der ‘stereographischen Projektion las-
sen sich viele Eigenschaften der Netzprojektion ¥, unmittelbar auf die
verallgemeinerte stereographische Projektion ubertragen insbesondere
gelten die drei am Ende des vorigen Abschnittes formulierten Aussagen
entsprechend (vgl. [5, 14]). Zusatzlich dazu wurde in [5] mit Hilfe algeb-
raischer Methoden gezeigt, daf sich jede rationale Kurve der Ordnung
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2n auf der Kugel als Bild einer rationalen Kurve der Ordnung n im E’
unter der verallgemeinerten stereographischen Projektion konstruieren
lafit. Fine analoge Aussage gilt auch fiir bivariate rationale Parameter-
darstellungen der Kugel.

3. Ein liniengeometrischer Zugang

In diesem Abschnitt wird ein weiterer Zugang zur verallgemeiner-
ten stereographischen Projektion 6, (¢ ¢ {0, 00}) vorgestellt. Durch die

vier einfach singuldaren Korrelationen ~;,... ,v4 mit
—Po —0p1
| B _ €Po
71(P) Py | 72(P) D3 )
(10) i N7Po 2p1
: —0D2 —P3
N | —Dps3 _ | —9p2
73(P) opo | 74(P) op1
£p2 —P3

werden jedem Punkt p = (po p1 p2 ps)' des E® die vier Ebenen
vi(p)'x = 0 (4 = 1,...,4) zugeordnet. Die vier Vektoren 7(p),...,
74(p) sind die homogenen Koordinatenvektoren dieser vier Ebenen. Fiir
die vier Grundpunkte des Koordinatensystems ist je eine der Abbildun-
gen 7i,...,74 nicht definiert. Die erste singulare Korrelation v, 1aft
sich aus einer senkrechten Parallelprojektion auf die Ebene zg + 25 = 0
und der Polaritét an der Einheitskugel (7) zusammensetzen. Ahnliche
Deutungen kann man auch fiir die anderen drei Abbildungen finden.
Wahrend die beiden Ebenen +;(p) und ~4(p) jeweils durch den
,otdpols = (100 —1)T der Einheitskugel (7) verlanfen, enthalten die
Ebenen 7,(p) und v3(p) dagegen den ,Nordpol“ n = (1001)" dieser
Kugel. Fir die vier Bildebenen eines Punktes p gilt weiterhin:
Lemma 1. Die vier Ebenen v1(p),... ,v4(p) schneiden sich im Punkt
6o(P)-
Beweis. Wie man leicht nachrechnet, geniigt §,(p) den vier Gleichun-
gen

71(P) " 6e(P) = 72(P) T6,(P) = 73(P) T6o(P) = 7a(p) T8p(P) = 0. O
Die vier singuldren Korrelationen ~1,... ,v4 konnen jeweils noch mit
der Polaritat an der Kugel (7) zusammengesetzt werden. Man erhalt
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dann vier einfach singulire Kollineationen, die jedem Punkt p des £’
je zwei Punkte in den beiden Tangentialebenen zg 4+ z3 = 0 und z¢ —
— 23 = 0 der Kugel (7) zuordnen. Die vier Bildpunkte von p liegen in
der Ebene, die die Kugel im Punkt 6,(p) beriihrt.

Mit dem Lemma folgt unmittelbar, dafl durch die beiden sin-
gularen Korrelationen v, und 74 die Punkte der durch den Punkt p ver-
laufenden Geraden g , des Drehnetzes (3) auf die Ebenen des Biischels
durch die Gerade sV §,(p) = 71(P) A 74(p) abgebildet werden. Gleich-
zeitig: erhalt man als Bilder dieser Punkte bei den Abbildungen ~, und
73 die Ebenen des Biischels durch die Gerade nV é,(p) = v2(pP) Av3(p)-

Die Pliicker-Koordinaten der Geraden § , des Drehnetzes (3) durch
den Punkt p sowie der beiden Geraden sV 6,(p) = v1(p) A 7a(p) und
nV é,(p) = 72(P) A 73(p) lauten
(11) E,= (¢ @ g9 g« g5 go)',

n(P)A7a(p) =(—e92 g+ —o0gs g4 092 0)7 :=S5(&),

7(P)Avs(p) = (092 —0g1 g3 og1 eog2 0)T :=DN,(§,)
mit

g1 = Ppips+epop2 ., g2 =  P2pP3 — OPoP1,
gs = pi+0°ph , 94 = 0"popz + op1ps,
gs = opaps—0°pop1 g = —o(pt+p3),

vgl. (4) und (5). Die beiden Abbildungen S, und N, ordnen der Geraden
g , des Drehnetzes (3) je eine Gerade des Bindels durch die Punkte s
und n zu. Dabei schneiden sich die beiden Bilder dieser Netzgeraden
im Punkt &,(p) der Kugel (7). Man erhalt somit eine weitere Deutung
der verallgemeinerten stereographischen Projektion 6,:

Satz 2. Durch die beiden Abbildungen S, und N, wird der Netzgeraden

durch den Punktp des E’ je eine Gerade durch die beiden Punktes und
n zugeordnet. Beide Geraden schneiden sich im Bild 6,(p) des Punktes
p € E® bei der verallgemeinerten stereographischen Projektion. Durch
die verallgemeinerte stereographische Projektion wird die Einheitskugel
(7) punktweise als Schnitt der Geraden zweier projekiiv aufeinander
bezogener Geradenbindel erzeugt.

4. ’Biischelsatz-Konﬁgura‘tionen und ihre Urbilder

Gegeben seien vier Geraden -§, .,8q1:8r s, 8ps IM E’. Als Bil-
der dieser vier Geraden bei der Netzprojektion ¥, zum Parameter p ¢
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{0, 00} erhélt man vier Kreise Kpq = 9,(&,.4): Kqr = 95(84.1), Krs =
= Vy(8;.s) und Kp s = 9,(§, ) in der Mittelebene z3 = 0. Diese Kreise
konnen auch zu Geraden oder Punkten entarten.
Mit Pi,P2,491,92,¥1,12,851,82
seien die (von den absoluten
Kreispunkten der Ebene z3 =
= 0 verschiedenen) Schniti-
punkte von je zwei dieser Krei-
se' bezeichnet, siehe Abbil-
dung 3. Dabei sind natiirlich
auch komplexe oder mehr-
fache Schnittpunkte moglich.
Nach dem Biischelsatz (sie-
he [1, S. 133f]) gilt, daB
Abbildung 3 die vier Punkte p;,p,,ri1,r2
Bischelsatz-Konfiguration genau dann auf einem Kreis

'K ; liegen, wenn auch die vier Punkte q;q,,s1,s2 konzyklisch sind.

Diese beiden Kreise konnen zu Geraden oder (im Fall komple-
xer Schnittpunkte) zu nullteiligen Kreisen entarten. Mit Hilfe der ste-
reographischen Projektion o 1aft sich die Aussage des Biischelsatzes
unmittelbar auf spharische Kreiskonfigurationen tibertragen. Falls die
vier Kreise Ky q,Kq:,K;s, Kps die Voraussetzung des Biischelsatzes
erfilllen (d.h., falls die vier Punkte p,, p,,r1,r; konzyklisch sind), dann
liegen sie in einer Biischelsatz-Konfiguration. Fiir die vier sphirischen
Kreise 0(Kp q),0(Kq:),0(Krs),0(Kps) gilt dann, daf sich ihre Trager-

ebenen in einem Punkt schneiden.

Im folgenden Satz wird ein Kriterium dafir angegeben, daff die
Bilder der vier gegebenen Geraden g, , &, .8, 5,8, bei der Netzpro-
jektion ¥, bzw. bei der verallgemeinerten stereographischen Projektion
0, in einer Biuschelsatz-Konfiguration liegen:

Satz. Die drei folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) Die vier Geraden &, ,8q .11 8;.5:8ps im B’ sind zusammen mit den
beiden konjugiert-hochimagindren Brenngeraden a;,4; des Dreh-

netzes (9) in einem linearen Geradenkomplex enthalten.

(2) Die Bildkreise Ky q, K g1, Kys, K ps der vier Geraden &p.q> Eq.rs
& Eps bei der Netzprojektion 9, liegen in einer Bischelsatz-
Konfiguration. ‘
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(3) Die Tragerebenen der vier Bildkreise 0(Kpq), 0(Kqx), 0(Krs),
o(Kp.s) der vier Geraden &, o, 8qr>8:rs,8ps ei der verallgemei-
nerten stereographischen Proyektzon 0, schneiden sich in einem

Punkt.
9, (p1) 19;1(p2) 19;1((1,) i?;"(qz) 19;1 (r1) 957 (r2) 951(sy) '19;1(5‘2)
L Loty L
) 4 \ 9 Y \ 9, — &, n'.:l]
) O gp.q Pat Fe
( d u éq T A p N
i i Brs
Bps
O—O -O——(
o = Repupap 0--0 5
Bp.r - O — -~ R A e S S
0—0 0—0 1——1 i

Abbildung 4. Geradenkoriﬁguratlon im £% (Schema)
Bewels In Abbildung 4 ist schematisch die Geradenkonfiguration im
E® dargestellt. Mit 951 (p1), 951 (Ps),- . ¥, (s2) sind dabei die (evtl.
komplexen) Netzgeraden durch die acht Schnittpunkte p;, p,,...s2 der
vier Kreise K g, Kq.r, K;s, Kps in der Mittelebene z3 = 0 bezeichnet,
vgl. Abbildung 3.
Im Standardmodell der pro_]ektlven Liniengeometrie (51ehe (12,

S. 323ff] entspricht jeder Geraden des E® ein Punkt der sog. Plucker-
Quadrik (2) des fiinfdimensionalen Raumes P°. Die homogenen Koor-
dinaten dieses Punktes sind dabei gerade die Plickerkoordinaten der
betrachteten Geraden. Zwei Geraden des E° schneiden sich, wenn ih-
re Bildpunkte polar beziiglich der Pliicker-Quadrik sind. Mit h" wird
im weiteren die Polare des der Geraden fljentsprechenden Punktes im
P35 beziiglich der Pliicker-Quadrik (2) bezeichnet, wihrend A fiir den
Schnitt von k-Ebenen des P steht.

Die erste Aussage des Satzes gilt genau dann wenn die den sechs
Geraden g, ,8q.1)8r.s18ps> 81 und & entsprechenden Punkte in einer
4-Ebene des P?® enthalten sind. Thre Polaren &}, ., &7 ., &5, &5, 81 und
a; schneiden sich dann in einem Punkt p € P®, der allerdings nicht
auf der Pliicker-Quadrik (2) liegen muf} (also i. a]lg keiner Geraden

des B’ entspncht) Die beiden Geraden g; A g, A4] Ad; und § Eox N
A gF. A aj A aj des P° schneiden die Plucker-Quadnk in je (mindes-
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tens) zwei (evtl. konjugiert-komplexen) Punkten, die natirlich auch
zusammenfallen kénnen. Diese Punkte entsprechen den vier Geraden
95,1 (P1): 95 (P2), 9, ' (r1) sowie 9,1 (r;) des E’, die durch die Netz-
projektion 9, auf die vier Kreisschnittpunkte p,, p;,r: und ry abgebil-
det werden. Die Aussage (1) ist dquivalent dazu, dafl diese vier Punkte
des P® in einer 2-Ebene enthaJten sind, denn die beiden Geraden g gp q
Ngy s Na] Aa; und g g,r N8l Aaj Aa; des P® schneiden sich dann im
Punkt p.

Die vier Bildkreise K} q, Kqr, Krs, Kps liegen genau dann in ei-
ner Buschelsatz- Ronﬁguratlon wenn eine von den beiden Brenngeraden
a1, &y verschiedene Gerade durch die Geraden 9, '(p, ), 9, " (p,), 9, ' (r1)
und 9, (ry) existiert, d.h., falls diese vier Geraden in einem Regulus
enthalten sind. Das aber ist genau dann der Fall, wenn die den vier
Geraden entsprechenden Punkte des P® in einer 2-Ebene liegen. Damit
ist die Aqu1valenz (1) & (2) bewiesen.

Die Aquivalenz der Aussagen (2) und (3) folgt unmittelbar mit
Hilfe der Kreistreue der stereographischen Projektion. ¢

Sei nun ein linearer Geradenkomplex K im E® gegeben, der auch
die beiden Brenngeraden a;,4, des Drehnetzes (3) enthalt. Mit jeder
Geraden g ist in diesem Komplex auch der Regulus enthalten, der von
den drei Geraden g, 4; und 4; aufgespannt wird. Die Netzprojektion ¥,
bildet jede der Geraden dieses Regulus auf ein- und denselben Kreis in
der Mittelebene z3 = 0 ab. Als Bild der oc® Geraden des Komplexes
K entsteht somit eine Schar von co? Kreisen in der Mittelebene z3 =
= 0, von denen nach Satz 3 je vier in einer Biischelsatz-Konfiguration
liegen. Daraus folgt unmittelbar, dafl die verallgemeinerte stereogra-
phlsche Projektion 6, die Geraden des Komplexes K auf die Schar der
oo? sphirischen Krelse abbildet, deren Tragerebenen sich sdmtlich in
einem festen Punkt py schneiden. Die so entstandene Kreisschar auf
der Kugel (7) bzw. in der Mittelebene 3 = 0 wird im folgenden als ein
verallgemeinertes Kreisbiindel auf der Kugel (7) (mit dem Tragerpunkt
Px) bzw. in der Mittelebene bezeichnet.

Das Bild eines Geradenkomplexes bei einer Netzprojektion wur-
de erstmalig von L. Eckhart untersucht [7], dabei wurde einem solchen
Komplex als Bild ein Paar (Kreis, Punkt) zugeordnet. Der (evtl. null-
teilige) Kreis wird von den Bildpunkten derjenigen Geraden des Komp-
lexes K gebildet, die gleichzeitig im Drehnetz (3) enthalten (also proji-
zierend) sind. Diese Netzgeraden bilden i. allg. einen Regulus. Thr Bild
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ist folglich ein Kreis, der im weiteren als der Eckhartsche Bildkreis des
Komplexes K bezeichnet wird. Der Punkt ist der Schnittpunkt der Ach-
se des Komplexes mit der Bildebene.

Kpr=IKq.

Kpq=pP1=P2=q =¢ Kis

pr,g = ]\rq,s

Abbildung 5. Entartete Biischelsatz-Konfiguration.

Falls von den vier Geraden g, ;, 84 ;1 Ers:Eps aus der ersten Aus-
sage des Satzes 3 eine Gerade (etwa g, ) gleichzeitig Netzgerade (also
projizierend) ist, dann entartet die Biischelsatz-Konfiguration aus Aus-
sage (2), siche Abbildung 5. Der Eckhartsche Bildkreis des Geraden-
komplexes K besteht somit aus all den Punkten der Mittelebene z3 =
= 0, die als ,entartete Kreise“ Teil des verallgemeinerten Kreisbiindels
in der Mittelebene z3 = 0 sind. Durch die stereographische Projektion o
wird dieser Kreis auf diejenigen Punkte der Kugel (7) abgebildet, die in
der Polaren des Tragerpunktes py des verallgemeinerten Kreisbiindels
liegen. Zusammenfassend gilt:

Folgerung. Die verallgemeinerte stereographische Projektion 6, = o o
o ¥, bildet die Geraden eines linearen Geradenkomplezes K, der die
beiden Brenngeraden a;,a; des Drehnetzes enthdlt, auf ein wverallge-
meinertes Kreisbundel auf der Kugel (7) ab. Der Tragerpunkt py die-

ses verallgemeinerten Kreisbundels ist der Pol der Ebene des Es, in
der das Bild des Eckhartschen Bildkreises des Komplezes K unter der
stereographischen Projektion liegt.

Falls der Geradenkomplex K zu einem Geradengebiisch entartet
(siehe [12, S. 233]), so ist die Gebiischachse stets Netzgerade, da auch die
beiden Brenngeraden a;,a; in K enthalten sein sollen. Als Bilder der
Komplexgeraden bei der Netzprojektion ¥, bzw. bei der verallgemei-
nerten stereographischen Projektion 6, entsteht somit ein Kreisbiindel
in der Mittelebene z3 = 0 bzw. auf der Kugel (7), dessen Tragerpunkt
das Bild der Gebuschachse ist. '

Durch die verallgemeinerte stereographische Projektion wird je-
dem Geradenkomplex K, der die Brenngeraden des Drehnetzes (3) ent-
hilt, eineindeutig ein Punkt py des E® als Tragerpunkt des verallge-
meinerten Kreisbiindels auf der Kugel zugeordnet. Dabei entsprechen
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die Punkte der Kugel gerade den entarteten Geradenkomplexen.

5. Biquadratische rationale Parameterdarstellungen
der Einheitskugel

In diesem Abschnitt sollen einige Eigenschaften biquadratischer
rationaler Parameterdarstellungen der Einheitskugel untersucht wer-
den. Gegeben seien vier nicht kollineare Punkte bg g, bg.1,b1.0 und by ;

des E*. Die Parameterdarstellung

(12) x(u,v) = (1—u)(1—v)boo+(1—u)vbo.1+u(l—wv)byo+uvby,

(u,v) € RU{oo} x RU{co}

beschreibt eine Ringquadrik, oder, falls die vier Punkte koplanar sind,
eine Ebene des E°. Im ersten Fall sind die u- und v-Parameterlinien
gerade die beiden Erzeugendenscharen der Ringquadrik, sie bilden also
zwei Reguli. Je nach Wahl der homogenen Koordinaten der vier Punkte
bo.o,bo.1,b1.0 und by 1 erhélt man aus (12) simtliche Quadriken des
Biischels durch die vier Geraden x(0,v),x(1,v),x(u,0) und x(u,1). Als
Bild

(13) y(u,v) = 6,(x(u,v))

der Ringquadrik (12) unter der verallgemeinerten stereographischen
Projektion 6, (o ¢ {0,00}) ergibt sich eine biquadratische rationale

Parameterdarstellung im E®, die einen Teil der Einheitskugel (7) be-
schreibt. In [5] wurde gezeigt, daf sich jede solche Parameterdarstellung
der Kugel auf diese Weise konstruieren 1afit.

Ein Beispiel einer biquadratischen rationalen Parameterdarstel-
lung der Kugel ist in Abbildung 6a dargestellt. Die u- und v-Parameter-
linien bilden zwei Scharen von Kreisen auf der Kugel.

Da die von den Parameterlinien der Ringquadrik (12) gebilde-
ten Reguli zusammen mit den beiden Brenngeraden des Drehnetzes
(3) jeweils einen linearen Geradenkomplex aufspannen, liegen je vier
u- bzw. v-Parameterlinien von (13) nach Satz 3 in einer Biischelsatz-
Konfiguration. Die Trigerebenen der u- bzw. v-Parameterlinien von
(13) schneiden sich also in einem Punkt p;; bzw. py, des }_33, siehe Ab-
bildung 6b. Von U. Fink wurde in [9, S. 102] die Vermutung geauBert,

dafl diese zwei Scharen von Tragerebenen jeweils einen quadratischen



Zur verallgemeinerten stereographischen Projektion 195

Abbildung 6. Biquadratische Parameterdarstellung der Kugel

Kegel U bzw. V einhilllen. Mit Hilfe der verallgemeinerten stereogra-
phischen Projektion ist es nun mdglich, diese Aussage zu beweisen:

Seien x(uo,v) und x(u;,v) zwei verschiedene v-Parameterlinien
der Fliche (12), die durch eine der beiden Brenngeraden des Netzes (3)
verlaufen. (Es ist stets moglich, mindestens zwei solche v-Parameterlinien
zu finden, da die Flache (12) die beiden Brenngeraden des Drehnet-
zes stets in je mindestens einem Punkt schneidet.) Diese beiden Gera-
den sind natiirlich komplex, d.h. es gilt ug,u; € C. Die Tragerebene
der v-Parameterlinie y(u,v) wird von den drei Punkten y(ug,v) =
= 6o(x(u0,v)),y(u1,v) = 6,(x(u1,v)) und py aufgespannt. Der ho-
mogene Koordinatenvektor T(v) dieser Ebene lafit sich also aus dem
Grafimann-Produkt

(14) T(v) = Py V 64(x(u0,)) V &(x(u1,0))
berechnen. Setzt man (12) ein, so entsteht zunichst ein vektorwertiges
Polynom vom Grad 4 in v. Da die beiden betrachteten v-Parameterlinien

aber jeweils eine der Brenngeraden des Netzes (3) schneiden, besitzt die-
ses vektorwertige Polynom mindestens zwei Basispunkte, d.h., fir zwei

v-Werte liefert T(v) den Nullvektor O € R*. (Der Grund dafiir ist,

daf} die durch eine Brenngerade verlaufenden Geraden des E® von 0,
auf die (komplexen) Erzeugenden der Kugel abgebildet werden.) Da-
mit ist es moglich, ein quadratisches Polynom A(v) abzuspalten. Die
Tragerebenenschar der v-Parameterlinien hillt folglich einen quadra-
tischen Kegel V ein, der auch zu einer Geraden entarten kann. Da die
Tragerebenenschar der u-Parameterlinien ebenfalls einen quadratischen
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Kegel U einhillt, gilt: _

Satz. (Vermutung von U. Fink.) Falls eine biquadratische Parameter-
darstellung der Einheitskugel nicht zu einem Punkt oder einem Kre-
- is entartet, so hullen die von den Tragerebenen der u- und der v-
Parameterlinien gebildeten Ebenenscharen jeweils einen quadratischen
Kegel ein, oder sie liegen in einem Ebenenbiuschel. Wenn beide Scha-
ren von Tragerebenen je einen Kegel einhillen, dann sind diese zu-
sammen mit der Kugel in einem Quadrikenbischel enthalten und die
beiden Kegelspitzen liegen zueinander polar beziglich der Kugel. Die
Schnittkurven der beiden Kegel mit der Kugel sind identisch. Sie bilden
die Umriflkurve der biquadratischen Parameterdarstellung, welche eine
doppelte ﬁberdeckung eines Teiles der Kugel (7) beschreibt.

Beweis. Es bleibt noch zu zeigen, dafl beide Kegel zusammen mit der
Kugel in einem Quadrikenbiischel enthalten sind. Die beiden Kegel sch-
neiden die Kugel offensichtlich in einer Kurve vierter Ordnung, die den
von der Parameterdarstellung iiberdeckten vom nicht iiberdeckten Teil
der Kugel trennt (siche Abbildung 6a). Damit liegt die Kugel in dem
von den zwei Kegeln erzeugten Biischel. {

Zusatzlich zur eben bewiesenen Aussage wird in [6] noch gezeigt,
daf} sich fur jede reguldre Quadrik, die in einem von zwei Kegeln U und
V' erzeugten Bischel enthalten ist, zwei biquadratische rationale Pa-
rameterdarstellungen finden lassen, bei denen die Tragerebenenscharen
der Parameterlinien die beiden Kegel U und V einhiillen.

In Abbildung 6b sind die beiden von den Trigerebenenscharen
der Parameterlinien eingehiillten quadratischen Kegel dargestellt. Die
Schnittkurve der beiden Kegel mit der Kugel ist das Bild des Netzum-
risses der Flache (12) unter der stereographischen Projektion o. Falls
die vier Punkte bg g,bg.1, b1 und by ; koplanar sind, dann fallen die
beiden Punkte p;, und py, in denen sich die Triagerebenen der u- und
der v-Parameterlinien schneiden, zu einem Punkt auf der Kugel zusam-
men. Dieser Punkt ist das Bild der Netzgeraden, die in der von den vier
Punkten aufgespannten Ebene enthalten ist.

Schlufibemerkung

Durch geeignete projektive Abbildungen ist es unmittelbar moglich,
die Ergebnisse dieser Arbeit auf beliebige ovale Quadriken zu iibertragen.
Auch fir Ringquadriken und Kegel kann eine Verallgemeinerung der
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stereographischen Projektion gefunden werden. Diese ist dann die Zu-
sammensetzung einer Netzprojektion beziiglich einer "hyperbolischen
bzw. parabolischen linearen Kongruenz mit einer stereographischen Pro-
jektion. Eine ausfiihrliche Darstellung der Eigenschaften dieser Abbil-
dungen wird in [6] gegeben. Dort werden auch Verfahren zur Interpola-
tion und Approximation mit spharischen rationalen Kurven entwickelt.
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