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Abstract: A pseudoisotropic space Iél)p is a three-dimensional affine space
with the metric ds? = dx? — dy? induced by an absolute figure {w, f1, f2, F'},
where w is the plane at infinity and fi, fo are two real lines in w with in-
tersecting point F. On Iél)p acts a five-parameter group G5 of projective
automorphism of {w, f1, f2, F'} as a fundamental group. A cyclide ¢; is an
algebraic surface in Iél)p of order 4 that intersects w only along the absolute
lines f1, f2. If every plane through f1 (f2) intersects ¢ still by an irreducible
curve of order 3, then ¢ is called a generalized cyclide of order 4. In this pa-
per and in the second part too, we develop the transformation-theory of these
surfaces and construct their corresponding canonical forms with respect to
the group Gs. In this way, we get 25 main-classes with together 109.568 types
of generalized cyclides of order 4. The classification succeeds by using special
intersection points on f; resp. fo with ¢, by investigation of two correspond-
ing cyclides of order 3 and especially by studying certain central-surfaces ¥*
of order 2, that is Gs-invariant connected with ¢.

1. Einleitung

Den Ubergang von der projektiven Geometrie zu den singuldren
nichteuklidischen Geometrien liefern die axialen Geometrien, die vor
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allem von B. Petkantschin (vgl. [30], [31]) und seiner bulgarischen Schule
von G. Stanilow (vgl. [42]), aber auch von O. Mayer (vgl. [20]) in
Ruménien weitgehend entwickelt wurde. Eine umfassende Literatur-
tibersicht findet man bei H. Sachs in [36]. Bei diesen Geometrien wird
ein projektiver Raum tiber eine Absolutfigur metrisiert, die aus 2 wind-
schiefen Geraden fi, fo besteht, und deren projektive Automorphismen-
gruppe im Sinne von F. Klein (vgl. [16]) als Fundamentalgruppe der
zugeordneten biaxialen Geometrie gewahlt wird. Wahlt man f; und fo
als schneidende Geraden und legt man diese in die Fernebene w eines
projektiv erweiterten affinen Raumes As, so gelangt man zu den ein-
fach isotropen Raumen. Sind hierbei fi und fy konjugiert-komplex mit
dem reellen Schnittpunkt F', so erhalt man die einfach isotrope Geomet-
rie, die vor allem von K. Strubecker (vgl. [44]) ausfiihrlich untersucht
wurde; eine ausfiihrliche Darstellung dieser singularen nichteuklidischen
Geometrie findet man in der Monographie [41] von H. Sachs. Werden
hingegen f; und f5 als reelle, schneidende Geraden in der Fernebene
gewahlt, so gelangt man zum pseudoisotropen Raum 1. él)p , der den fol-
genden Untersuchungen zu Grunde liegt.

Wir bezeichnen im Folgenden mit (zg : 1 : 22 : 23)#(0:0:0:0)
projektive Koordinaten und mit

(1.1) p="t =2 =B (g £0)
Zo Zo Zo
die zugeordneten affinen Koordinaten in As. xzg = 0 legt dann die

Menge der Fernpunkte, d.h. die Fernebene w fest. Es ist dann iiblich
die Absolutfigur durch
(1.2) fi...ko=21=0, fo...xg=22=0 und F(0:0:0:1)

zu beschreiben. Hierbei heiflen die beiden Geraden f; und fs die ab-
soluten Geraden und ihr Schnittpunkt F' der absolute Punkt. Genauer
wird die Gerade f; als erste absolute Gerade und fy als zweite absolute
Gerade bezeichnet. Die zur Absolutfigur {w, f1, f2, F'} gehorige allge-
meine projektive Automorphismengruppe besitzt dann die Darstellung

(1.3) Gy ... J=a3+ay
Z = as + agx + a7y + agz.

Sie hangt von 8 freien Parametern ab. Thre wichtigste Untergruppe ist
die finfparametrige Grenzgruppe G5 mit der Darstellung
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T=b+zx
Z ="bg + bsx + b5y + 2.

Diese Menge der beziiglich G5 invarianten Aussagen bildet die pseu-
doisotrope Grenzgeometrie { ?El)p ,G5}. Auch wir werden der folgenden
Untersuchungen die Gruppe G5 zugrunde legen; diese enthalt auch die
3-parametrige Schiebungsgruppe {T = by + z,J = by + y,Z = b3 + z}.
Eine (1.4) umfassende Untergruppe von (1.3) ist die sechsparametrige
pseudoisotrope Bewegungsgruppe

T =>b; +pzx
(1.5) B S g=batly  (p#£0)

E:b3+b4x+b5y—|—z

die vor allen von K. Strubecker in [43] untersucht wurde.

Weitere wichtige Beitrige findet man in der russischen Literatur,
speziell in den Abhandlungen von R. Balabanowa (vgl. [1]), S. I. Wasil-
jewa, L. Konjaewa und L. Liberman (vgl. [2]), und vor allem bei R. G.
Proskurina (vgl. [32] und [33]); ich selbst habe in [24] die Fléchen 2. Ord-

nung des [ él)p systematisch klassifiziert und gezeigt, dass beziiglich der
pseudoisotropen Bewegungsgruppe (1.4) genau 114 Typen von Fléachen
2. Ordnung existieren; diese Flachen werden im folgendem eine wichtige
Rolle spielen.

Ebenen durch f;(fy) werden als vollisotrope Ebenen 1. Art (2. Art)

bezeichnet; zum Unterschied von den vollisotropen Ebenen des I él) sind
diese Ebenen hier reell. Ebenen, die F', aber nicht f; oder f; als ganzes
enthalten, heiflen isotrope Ebenen. Ebenen, die weder vollisotrop noch
isotrop sind, heiflen nichtisotrop.

In den nichtisotropen Ebenen (z.B. in z = 0) wird eine pseu-
doeuklidische Geometrie induziert, wahrend in den isotropen und voll-
isotropen Ebenen eine ebene isotrope Geometrie vorliegt.

Der ebenen isotropen Geometrie ist die Monographie [37] von
H. Sachs gewidmet. Beziiglich der pseudoeuklidischen Geometrie ver-
gleiche man die sehr algebraisch orientierte Einfiihrung bei W. Benz
(vgl. [4]), sowie die Abhandlungen [5], [6] und [9]. Die Kurven 2. Ord-
nung der pseudoisotropen Geometrie wurden von N. W. Reweruk in
[34] ausfiihrlich untersucht. Hinsichtlich der Kreisgeometrie vergleiche
man die umfangreiche Arbeit von W. Benz (vgl. [3]).
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Ahnlich wie im einfach isotropen Raum (vgl. [41]) kénnen nun
metrische Aufgaben im pseudoisotropen Raum dadurch gelost werden,
dass man die entsprechenden Elemente in die Ebene z = 0 projiziert
und dort die Bildelemente pseudoeuklidisch misst.

Unter einer Zyklide 4. Ordnung ®(4) des pseudoisotropen Raumes
I:,(,l)p versteht man eine irreduzible, algebraische Flache 4. Ordnung, die
die Fernebene w nur nach den beiden absoluten Geraden f; und fo
schneidet. Eine Flache dieser Art lasst sich somit durch eine algebrai-

sche Gleichung der Bauart
F = 2?%y? + A2z® + By? + C2® + Da?y + Fxz® + Ry’z+
(1.6) + Ga?z + Hay? + Jyz® + Kayz + do? + ey + f2°2+
+gry + hyz + jrz+ax + by +cz+t =0

beschreiben, wobei alle Koeffizienten als reell vorausgesetzt werden.

Der Begriff der Zyklide des pseudoisotropen Raumes Ig()l)p ist na-
turgemafl eine Verallgemeinerung des Zyklidenbegriffs im dreidimen-
sionalen euklidischen Raum, wo diese bemerkenswerten Flidchen (vgl.
[17], [18] und z.B. [19]) nicht nur theoretisches Interesse (vgl. [8]) be-
sitzen, sondern gerade in neuerer Zeit in die Computergeometrie Ein-
gang gefunden haben (vgl. [7], [21]). Der Gestaltenreichtum dieser
Flachen — und dies gilt in noch groflerem Ausmaf fiir die Zykliden des
Iél)p — erlaubt ein handliches Modellieren geometrischer Strukturen.
Zu einer ersten groben Einteilung der Fléchen (1.6) gelangt man,
indem man ihre Schnitte mit den vollisotropen Ebenen x = konst. bzw.
y = konst. betrachtet. Folgende Falle sind moglich:

a) Der Schnitt besteht aus den einfach zu zdhlenden Geraden
fi-..xo=2x1=0bzw. fo...29 = 9 = 0 und einer ebenen Kubik k3.

b) Der Schnitt besteht aus den doppelt zu zédhlenden Geraden f;
bzw. fo und einer Kurve 2. Ordnung.

c¢) Der Schnitt besteht aus den dreifach zu zdhlenden Geraden f;
bzw. fo und einer weiteren Geraden.

Durch Kombination der einzelnen Falle stellen sich damit wegen
der Symmetrie die folgenden Haupttypen ein:

A) f1 und f5 sind einfache Geraden;

B) f1 und f5 sind Doppelgeraden;

C) f1 und f; sind dreifache Geraden;

D) f; ist einfache Gerade, f2 ist Doppelgerade;

E) f1 ist einfache Gerade, f; ist dreifache Gerade;



Klassifikationstheorie der verallgemeinerten Zykliden 4. Ordnung 303

F) f1 ist Doppelgerade, fo ist dreifache Gerade.

Im Fall C), E) und F) stellen sich Regelfiichen ein. Der Fall B)
wurde in den Arbeiten von M. Husty und O. Réschel (vgl. [12], [13],
[14] und [15]) unter projektiven Gesichtspunkten von ausfiihrlich un-
tersucht. Eine Gesamtklassifikation aller Typen beziiglich der Gruppe
Bél)p wére ein Unternehmen von ungeheurem Umfang. Wir beschaftigen
uns in dieser Abhandlung ausschliefllich mit dem Haupttyp A) und
bezeichnen diese Zykliden als verallgemeinerte Zykliden 4. Ordnung. Wir
werden in dieser Arbeit zeigen, dafl in Ig(,l)p genau 25 Hauptklassen
verallgemeinerte Zykliden existieren, die wir durch geeignete Normal-
formen beschreiben.! In der vorliegenden Abhandlung werden nebst
allgemeiner theoretischen Grundlagen der Hauptklasse I-X behandelt,
wahrend der 2. Teil dieser Arbeit der Hauptklasse XI-XXV gewidmet
ist.

2. Vier Charakteristika zur Transformationstheorie

In projektiven Koordinaten lautet (1.6)
F = 2323 + Ax3zg + Baywg + Cxaxg + Daiwaxg + Exyzire+

(2.1) +Rx§w3xo+Gx%x3.r0+Hx1x§xo+szsc%xo—i—lexgxga:o—i—
' + dxizd + exsxd + frswd + griTewy + hwoxszh + jTiT3Ti+
+ ar133 + broxy + cx3wy + Trg = 0.
Schneidet man die Fléche (2.1) mit der Ebene x; = 0, so erhélt man
die Schnittkurve
(22) B:z:‘;’:vo + C:cho + Rx%xgxo + ngzgxo + em%x%+
. +fr3ad 4+ hrowsxl + broxd + cxzxy + Txg = 0.

Die Losung zg = 0 liefert die Ferngerade f;. Gilt weiters nicht B =
= (C = R = J =0, dann verbleibt als Restschnitt die ebene Kubik k;

(2.3) By? + C22 + Ry*2 + Jyz +ey* + f22 + hyz+ by +cz2+T = 0.

Diese schneidet die Ferngerade f; im algebraischen Sinn iiber dem

1 Herrn o. Unmiv. — Prof. Mag. Dr. H. Sachs danke ich fiir die Themenstellung
und viele hilfsreiche Diskussionsbeitrége.
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Korper C' der komplexen Zahlen in 3 Punkten 17,715,753, die durch
die Nullstellen der Gleichungen

(2.4) {Ba;g + Cx3 + Rajzs + Joow =0, x1 = 0}

festgelegt werden. Schneidet man allgemein die Fléche (2.1) mit einer
vollisotropen Ebene 1. Art 1 = yxo (7 = konst.), so stellt sich ein
v xgas + AvPazg + Baszo + Cxixg + Dy’ zexy + Evyaies+

(2.5) + Rx%ngo + G72$3xg + Hvx%mg + ngxgxo + K7x2x3x8—|—
' + dvy?ay + exdad 4+ friad 4+ gyroxd + haoxsz? + jyrszi+

+ ayrd + broxy + cxzzd + Ty = 0.

Nebst der Ferngeraden f1 K xy = x1 = 0 erhalt man somit wieder eine
Kubik 1. Art k1 und diese besitzt dieselben Fernpunkte 77,75, T3, die
durch (2.4) gegeben sind. Analog findet man fiir die Schnitte von (2.1)
mit vollisotropen Ebenen 2. Art ebene Kubiken ko, die die f; in densel-
ben Fernpunkte 57,55, 53 im algebraischen Sinne iiber dem Korper C
der komplexen Zahlen schneiden. Die dazugehorigen Nullstellen werden
durch die Gleichungen

(2.6) {Ax} + Caj + Ex125 + Gaizy = 0, 20 =0}

festgelegt werden. Wir fassen zusammen im

SATZ 2.1. Verallgemeinerte Zykliden 4. Ordnung werden durch eine
Gleichung der Form (2.1) bestimmt, wobei nicht gleichzeitig A = B =
=C=F=G=J=R=0 gilt. Alle vollisotropen FEbenen 1. Art
(2. Art) schneiden die Fliche nebst f1(f2) in ebenen Kubiken 1. Art
(2. Art), die f1(f2) alle in den Punkten Ty, T, T3 bzw. Sy, S2, S5 schnei-
den. Diese Punkte werden im algebraischen Sinn uber dem Korper C
der komplexen Zahlen durch die Nullstellen der Gleichungen (2.4) bzw.
(2.6) festgelegt.

Die fundamentalen Gleichungen (2.4) und (2.6) liefern das 1. Cha-
rakteristikum fiir die Hauptklassifikation der verallgemeinerten Zykli-
den 4. Ordnung, wobei als Einteilungsprinzip die Vielfachheit und die
Realitat der Punkte 17,75, T3 bzw. S1, 52, S3, sowie ihre Lage zum ab-
soluten Punkt F' herangezogen wird. Dabei sind die Gleichungen (2.4)
und (2.6) weitgehend unabhéngig. Nur wenn C' = 0 ist, d.h. wenn
Ty = F geméB (2.4) gilt, erhélt man aus (2.6) die Aussage, dass dann
auch S; = F gilt. Dies bedeutet geometrisch: Laufen die vollisotropen
Kubiken 1. Art durch F', dann gilt dasselbe auch fiir die vollisotropen
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Kubiken 2. Art. Werden die verallgemeinerten Zykliden 4. Ordnung
nach diesem Gesichtspunkt klassifiziert, dann ergeben sich die folgen-
den 25 Hauptklassen:

Hauptklasse I: T1,T5,T5 und S1, S5, 53 sind reell und verschieden und
von F' verschieden.

Hauptklasse II: T7,7T5,T5 reell und verschieden, S; = Sy # S3, alle
Punkte von F' verschieden.

Hauptklasse III: T7,T5,T5 reell und verschieden, S; = Sy = S3, alle
Punkte von F' verschieden.

Hauptklasse IV: Ty reell; T5,T5 konjugiert-komplex, S, S2,S3 = F
reell und verschieden.

Hauptklasse V: T} reell; T,, T5 konjugiert-komplex; S; = S5 # S3 reell.
Hauptklasse VI: Tj reell; Ts, T5 konjugiert-komplex; S1 = Sy = S3 # F.
Hauptklasse VII: Ty reell T5,T5; konjugiert-komplex, S7 reell; So, S5
konjugiert-komplex.

Hauptklasse VIII: T1 # Ty = T3, S1 # So = S3 alle von F' verschieden.
Hauptklasse IX: T =T, = T3, S1 = 59 = 53, alle von F' verschieden.
Hauptklasse X: Ty = Ty # T3, S1 # Sy = S3 alle von F' verschieden.
Hauptklasse XI: Ty = S1 = F, Ty # T3, S5 # S3.

Hauptklasse XII: Tl = Sl = F, T2 = T3 7& F, SQ 75 Sg.

Hauptklasse XIII: T1 = Sl = F, T2 = T3 7& F, 52 7é 33 7& F.
Hauptklasse XIV: T} = S; = F, 15,715 konjugiert-komplex, Ss, S5
konjugiert-komplex.

Hauptklasse XV: Ty = 51 = F, Ty # T3, S5, S3 konjugiert-komplex.
Hauptklasse XVI: Ty = S§1 = F, Ty, = T3 # F, S5,S3 konjugiert-
komplex.

Hauptklasse XVII: T} = S; = Sy = F, Ty, # T3 verschieden von F,

S3 # F.
Hauptklasse XVIII: T3 = S§7 = S = F, Ty,T5 konjugiert-komplex,
Ss # F.
Hauptklasse XIX: T3 = S; = Sy = F, Ty = T3 verschieden von F,
Ss # F.

Hauptklasse XX: Th =T, =51 =85, =F, S3# F, T35 # F.
Hauptklasse XXI: S; = Sy, = S3 =Ty = F, T, # T5 verschieden von F'.
Hauptklasse XXII: S1 = S = S3 =T = F, Ty, T3 konjugiert-komplex.
Hauptklasse XXIII: S; = Sy = S3 = T1 = F, Ty, = T3 verschieden
von F.

Hauptklasse XXIV: S; = Sy = S3 = Ty = Ty, = F, Ty verschieden
von F'.
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Hauptklasse XXV: §1 =5, =53=T, =1, =13 = F.

Beschreibt man Fernpunkte auf f; bzw. fo durch (0: 0: 1 : n)
bzw. (0 : 1 : 0 : m) dann lauten die Gleichungen (2.4) bzw. (2.6) in
affinen Koordinaten

(2.7) Cn® + Jn* + Rn+ B =0
bzw.
(2.8) Cm® + Em® + Gm + A =0,

wobei flir die Hauptklassen I-X stets C' # 0 gilt.

Fiir die weiteren Untersuchungen benotigen wir Resultate tiber
kubische Gleichungen, wobei wir [10,98] folgen. Wir bilden die Gréfien

1 1 1
(2.9) A} = §(BCR—J2), Ay = §(9OB—JR), As = §(3JB—R2)
und hieraus die Diskriminante von (2.7), ndmlich

(2.10) A =4A1 A5 — A2,

Je nachdem A > 0, A = 0 oder A < 0 gilt, sind die Nullstellen von
(2.7) dann reell und verschieden, reell, darunter zwei gleiche oder eine
ist reell und die beiden anderen konjugiert-komplex.

Besitzt (2.7) eine dreifache Nullstelle, dann gilt
(2.11) AL =0, Ay,=0.

Bildet man die analogen Ausdriicke fiir die Gleichung (2.8), d.h. sinn-
gemaf

(2.12) L) = %(SCG _E?), Ly = %(9@4 _EG), Ly = %(3EA _ )
und

(2.13) L =4L1Ls — L3,

so kann man die verallgemeinerten Zykliden 4. Ordnung der Haupttypen
I-X in der folgenden Tabelle 2.1 kennzeichnen:
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Hauptklasse 1 A>0 L>0
Hauptklasse 1T A>0 L=0, L #0, Ly #0
Hauptklasse 111 A>0 Li=Ly=0
Hauptklasse IV A <0 L>0
Hauptklasse V A<O L=0, Li#0, Ly #0
Hauptklasse VI A <O Li=Ly=0
Hauptklasse VII A<O L <0
Hauptklasse VIII A =0, A1 #0, Ao 20 L=0, L1 #0, Ly #0
Hauptklasse IX A=Ay =0 Li=L>=0
Hauptklasse X A=0, Ay #0, Ay #0 Li=Ly=0
Tabelle 2.1.

Bei dieser Einteilung in Hauptklassen sehen wir von der Behandlung
jener Félle ab, die durch eine Vertauschung f; «<— f5 entstehen. In
diesen symmetrischen Féllen, die iiber die uneigentliche unimodulare
Affinitdt {T = y,¥ = x,Z = z} gekoppelt sind, wird jede gewonnene
Normalform durch eine Vertauschung von x und y in eine weitere Nor-
malform transformiert. Diese beiden Normalformen lassen sich zwar
nicht durch eine G5-Transformation aufeinander abbilden, doch liefert
die neue zugeordnete Normalform keine weiteren Erkenntnisse. Wir
bezeichnen das Einteilungprinzip gemafl Tabelle 2.1 als erstes Charak-
teristikum.

Als ein weiteres Klassifikationselement fithren wir noch die so-
genannten Begleitzykliden 3. Ordnung und die Hauptachsenflache ein.
Dazu betrachten wir die von den vollisotropen Ebenen 1. Art 1 = yxg
aus der Zyklide (2.1) herausgeschnittenen Kubiken 1. Art (2.5), die sich
nach Kiirzen mit xy darstellen lassen als

F = y2x923 + Ay*zd + Bal + Cxl + Dy*xaxd + Eyzoxi+

(2.14) + R$§I3 + GWngxg + H'yac%xo + J.IQJJ% + Kvyzoxsxo+
. —|—d72xg+ex§x0+fx§aco+gvx2x(2)+hx2m3xo +j7x3x(2)+

+ ayzy + broxy + crsxy + Txy = 0.
Wir betrachten im Folgenden einen auf der Geraden fi(xo=z1=0)
laufenden Punkt P(0 : 0 : pa : p3) und bilden dazu jeweils den Po-

larkegelschnitt bezliglich der Kubik (2.14) gemé&f [10,78]. Dieser ist
bekanntlich definiert iber
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T T T
(2.15) 0x2" Y 0x37?  0x37?
+2 0°F + 2 O°F + 2 O°F 0
ok o T3 =
89@08902 02 8:308%3 03 8%28I3 23 ’

wobei die partiellen Ableitungen im Punkt P(0: 0 : py : p3) zu nehmen
sind. Wird v = z gesetzt, so bilden alle Polarkegelschnitte (2.14) eine

?léch)e, die sich nach Riickkehr zu affinen Koordinaten in der Gestalt
2.16

(22%y+Da*+3By? +J 2>+ 2Hxy+ Kxz+2Ryz+ gr+2ey+hz+b)po+
+(Gz2+ Ry*+3C 22+ Kaey+2EBx2+2Jyz+je+hy+2fz+c)ps =0

schreiben lésst. Die Gleichung (2.16) ldsst sich in der bemerkenswerten
Form

OF OF
2.17 Gy = — —p3 =0
(2.17) 1 oy D2 + 5, D3
darstellen. Die Gleichung (2.16) stellt fiir jeden Punkt P € f; eine
Zyklide 3. Ordnung dar. Flachen dieser Art habe ich beziiglich der

Transformationsgruppen Bél)p bzw. G5 ausfiihrlich in [22] und [23] un-
tersucht, wobei ich eine systematische Klassifikationstheorie entwickelt
habe.

Wir nennen diese Zyklide Gy Begleitzyklide 1. Art der verallge-
meinerten Zyklide 4. Ordnung (2.1). Von geometrischer Bedeutung
beziiglich der Gruppe G5 sind natiirlich nur jene Begleitzykliden, die
zu geometrisch ausgezeichneten Punkten auf f; gehdren, z.B. zu den
Punkten T; € f; durch die alle Kubiken 1. Art hindurchgehen. Beson-
ders wichtig ist die zum absoluten Punkt F(0 : 0 : 0 : 1) gehorige

Begleitflache; sie ist wegen py = 0, p3 = 1 die Fldche 2. Ordnung
(2.18)

OF
Y= i Ga*+ Ry*+3C 2+ Kxy+2Ex24+2Jyz+jr+hy+2f24+c=0,

z

die wir als Hauptachsenflache ¥* bezeichnen. Fiihrt man eine vollig
analoge Uberlegung fiir einen Punkt Q(0 : s; : 0 : s3) € fo durch, so
findet man die Begleitzyklide 3. Ordnung G2 von 2. Art, die sich in der

Gestalt
or L OF
oz 51 0z =

darstellen lassen. Ausfiihrlich lautet ihre Gleichung

(2.19) Gy =
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Gy = 2xy231 + 3Az%s, + 2Dzxysy + Ez%s1 + 2Gxzs1+
+ Hy231 + Kyzsy 4+ 2dxsy + gysy + jzs1 + as1+
+3C2%s3 + 2Ex253 + Ry’ss + Ga’sg + 2Jyzss+
+ Kxyss + 2fzs3 + hyss + jxss + cs3 = 0.

(2.20)

Fiir s =0, s3 = 1, d.h. zum Punkt F' stellt sich wieder die Hauptach-
senflache ¥* ein, die somit samtliche Polarkegelschnitte der Kubiken 1.
und 2. Art beziiglich F' trégt. Die zu den Fernpunkten F3(0:0:1:0)
bzw. F5(0 : 1:0:0) von f; bzw. fo gehorigen Begleitzykliden lassen
sich tiber

OF oF
2.21a,b Gi(Fh)=—=0 d Go(Fy)=—=0
(2.21a,b) 1(F1) oy un 2(F2) = -
darstellen, womit die ersten partiellen Ableitungen von F' gedeutet sind.
Wir bezeichnen die Hauptachsenflaiche X* als zweites Charakteristikum
und fassen zusammen im

SATZ 2.2. Die Polarkegelschnitte aller vollisotropen Kubiken 1. Art,
beziiglich eines Punktes P(0 : 0 : py : p3) € f1 einer Zyklide 4. Ord-
nung (2.1) liegen auf einer Begleitzyklide 3. Ordnung Gy, die sich durch
(2.17) beschreiben lisst. Die Polarkegelschnitte aller vollisotropen Ku-
biken 2. Art einer Zyklide 4. Ordnung (2.1) beziglich eines Punktes
Q0 : s1:0: s3) € fo liegen auf einer Begleitzyklide 3. Ordnung G,
die sich durch (2.19) beschreiben lisst. Zu den Fernpunkten Fy € fi
und Fy € fo gehoren Begleitzykliden 3. Ordnung, die sich durch die
partiellen Ableitungen %—5 =0 bzw. %—5 = 0 beschreiben lassen. Zum
absoluten Punkt I gehort als Begleitfiache die Hauptachsenfliche 3*
(2.18) die Fldche 2. Ordnung. Ist ¥* kein Zylinder 2. Ordnung mit
vollisotropen Erzeugenden, dann liegt die Zyklide (2.1) symmetrisch zu

3* beziiglich der vollisotropen Spiegelstrahlen.
Zu jedem Punkt 77 € fi; und der Nullstelle n; gehort eine Be-

gleitzyklide G; mit der Darstellung

Yy

und analog findet man zu S; € f mit einer Nullstelle m, die Begleitzyk-
lide G2
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Genauso gilt (vgl. [25]) der folgende

SATZ 2.3. Ist F(z,y, z) eine verallgemeinerte Zyklide 4. Ordnung vom
Typ I-X, dann ldsst sich zu jedem Punkt T; € f1 (S; € fa) tber die zu-
geordnete Nullstelle n;(m;)(m;) aus (2.7) bzw. (2.8) eine Begleitzyklide
3. Ordnung (2.22) bzw. (2.23) definieren. Eine verallgemeinerte Zyklide
4. Ordnung kann hochstens 18 singuldare Punkte besitzen, falls es keine
Kurve aus singuldren Punkten gibt. Singulare Punkte von F sind dabei
jene Flichenpunkte, die gleichzeitig auf den Begleitzykliden G+, Go und
der Hauptachsenflache ¥* liegen.

Wir bezeichnen die Begleitzykliden 3. Ordnung G bzw. Go, die
zu den Nullstellen n bzw. m gehoren als drittes Charakteristikum. Als
viertes Charakteristikum beniitzen wir in der Normalformtheorie das
Transformationsverhalten der Koeffizienten in (1.6) bei den Transfor-
mationen (1.4) der Grenzgruppe G5. Man findet

(2.24) A=A+ Cbi + Ebj+Cby
B = B+ Cb2 + Jb? + Rbs

+ 2by + 3Cb2bs + 2Ebsbs + Jb2 + Kby + Gbs
+ 2by + 3CbZby + 2Jbybs + EbZ + Kbs + Rby

+ 3Cb3 + 2.Jbs
+ 3Cb3 + 2Eby

o e - T e v
I

N N Q" T T A
+
[$6]
Q
s

+ 6Cbybs + 2Jby + 2Ebs
d + b3 + 3Aby + Dby + Gbg + fbj + jbs
e+ b? + 3Bby + Rbs + Hby + fb2 + hbs
f+3Cbs + Jby + Eby
g + 4baby +2Dby 4+ 2Hby + Kbz + 2fbabs + hbs + jbs
h+ 2boR + 2Jbs 4 2b K + 2fbs
= j + 2Ebs + 2bo K + 2fb,y

ol
Il

f
g
h
J
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@ = a+ 2b;b3 + 3AbT + 2Dbyby + Eb3 4 2Gbyby + Hb3+
+ 2by K'bs + 2byd + 2bag + bz + cby

b = b+ 2byb3 + 3Bb3 + Db] + 2Rbzby + 2Hb by + Jb3+
+ 2Kb1bs + 2bae 4 2b1g 4 bsh + cbs

€= 3b2C + Rb2 + Gb? + 2b1byJ + Kbiby + 2fbs + hby+
+ jb1 + c+ 2Eb1bs 4+ 2Gby

T = b3b3 + Ab3 + Bby + Cb3 + Dbiby + Ebibs + Rbabs+
+ Gbibs + Hbibs + Jbyb3 + Kbibybs + db3 + ebi+
+ fb3 + gbiba + hbabs + jb1bs + aby + bby + bz + T.

Die Gleichungen (2.24) zeigen, dass von den Koeffizienten in (2.1) nur
C' eine Gs-Invariante ist, falls C' # 0 gilt. Aus den Gleichungen (2.24)
lassen sich allerdings weitere G5-Invarianten gewinnen, z.B.
wy :=3KC —2EJ =3KC —2EJ. (2.25)
Die so gewonnenen Invarianten sind allerdings sehr kompliziert
— und ihre Verwendung zum Aufbau einer Klassifikationstheorie der
Zykliden 4. Ordnung auch nicht sinnvoll.

3. Der Vorbereitungssatz

Der zentrale Gedanke fir den Aufbau der Transformationstheo-
rie der verallgemeinerten Zykliden (1.6) ist der, dass man durch eine
G'5-Abbildung die Hauptachsenflache ¥* auf Normalform transformiert.
Bei einer Transformation dieser Art wird die Bauart von (1.6) nicht
geandert, nur die Koeffizienten éndern ihre Werte. Die Flache ¥*, die in
eine Normalform @,, nach [24] ibergeht, ist nun auf ein ausgezeichnetes
Koordinatensystem bezogen, das als Q)-Koordinatensystem bezeichnet
wird. In diesem Q-Koordinatensystem werden alle Koeffizienten in (1.6)
als Formparameter geometrisch gedeutet. Diese Formparameter sind
natiirlich keine Gs-Invarienten im Sinne von (2.24), andererseits legen
sie natiirlich die Gestalt der Zyklide und damit ihren Typus fest. Der
Nachweis dieser Formparametereigenschaft wird in [25] durchgefiihrt.
Die Methode kann hier nur andeutungsweise skitziert werden, wobei
wir C' # 0 voraussetzen.

Sei n eine Nullstelle von (2.7),die zum Fernpunkt 7°(0:0:1:n)
gehort. Beachtet man, dass in der vollisotropen Ebene z = 0 eine ebene
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isotrope Geometrie vorliegt, und bezeichnet ¢ den isotropen Winkel,
den die Richtung UT im @Q-Koordinatensystem mit der y-Achse des
Koordinatensystems bildet, dann ist ¢ ein Formparameter und es gilt
¢ = n. Andererseits gilt nach den Vietaschen Wurzelsiatzen fiir die
Nullstellen nq, ng, ng von (2.7)

(3.1) é = —(n1+nz+n3), g = ninz+ning+nang, g
Da C eine G5-Invariante und damit ein Formparameter ist, und gemaf
(3.1) die Ausdriicke %, % und % Formparameter sind, so sind damit J,
R und B als Formparameter nachgewiesen. Analog folgert man aus der
Gleichung (2.8), dass auch E, G und A Formparameter sind. Wir gehen
im Folgenden einen Vorbereitungssatz an, der in Form einer Tabelle die
Normalformen der Fliachen 2. Ordnung beziiglich G5 enthélt. Die erste
Spalte der Tabelle gibt die laufende Nummer an, die zweite Spalte den
Typus geméf [24], die dritte Spalte die affine Normalform und die letzte
Spalte die Invarianten von ¥* bzw. eventuelle Zusatzbedingungen; hier-
bei werden auch verschwindende Koeffizienten aufgelistet, soweit sie
zum Verstandnis spater auftretender Normalformen von Belang sind.
Es gilt der

SATZ 3.11. Im pseudoisotropen Raum I?(,l)p existieren bezuglich der
Grenzgruppe Gs genau 60 Typen von Flachen 2. Ordnung ®, deren
Fernkurve den absoluten Punkt F' nicht enthalt. In den nachstehend
genannten Normalformen dieser Fldchen ist das zugrunde gelegte Ko-
ordinatensystem {U;x,y, z} stets Gs-invariant mit ® verknipft.

= —MNinaons.

Nr |Typ Normalform Affiner Typ | Bedingungen
1| &, c1122 + 22 4 2c102y = 0 |Kegel c11 > 0, c12 # 0,
coo =0
2| &y ciiz? + 22 + 2c121y + D=0 einschaliges |c11 > 0, c12 # 0,
Hyperboloid |c22 =0, D <0
3| @3 c1122 4 22 4+ 2c122y + D = 0 |zweischaliges |c11 > 0, c12 # 0,
Hyperboloid |c22 =0, D >0
4| dy c22Yy? + 22 + 2c122y = 0 |Kegel co2 >0, c12 # 0,
Cl1l1 = 0
5| &5 c22Yy? + 22 + 2c102y + D =0 einschaliges |ca2 > 0, c12 # 0,
Hyperboloid |c11 =0, D <0
6| Pg c20y? + 22 + 2c122y + D = 0 |zweischaliges |co2 > 0, c12 # 0,
Hyperboloid |c11 =0, D >0
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7| ®7 22 4+ 2c102y = 0 |Kegel c12 #Z0, co2 =0,
ci11 =0
8| Psg 22 4+ 2c122y + D=0 einschaliges c12 # 0, ca2 =0,
Hyperboloid |c11 =0, D <0
9| ®o 2% 4+ 2c122y + D = 0 |zweischaliges | c12 # 0, ca2 = 0,
Hyperboloid |e¢11 =0, D >0
10 | P19 c11z? + 22 + 2c12zy = 0 |Kegel c11 <0, ca2 =0,
ci2 #0
11 | P11 c1122 + 22 + 2c122y + D = 0 |einschaliges c11 <0, c12 # 0,
Hyperboloid | c22 =0, D<0
12 | P2 criz? + 22 + 2c12Yy +D=0 zweischaliges | c11 < 0, c12 # 0,
Hyperboloid |2 =0, D >0
13 | P13 ngyQ + 224 2c122y = 0 |Kegel c22 <0, c12 #0
14 | &4 022y2 + 22 4+ 2ci12xy = 0 |zweischaliges | c11 =0, c12 # 0,
Hyperboloid |c22 <0, D >0
15 | P15 c22Yy? + 22 + 2c122y + D = 0 |einschaliges c11 =0, c12 # 0,
Hyperboloid |c22 <0, D <0
16 | P ciiz? + 022y2 +22=0 nullteiliger c11 >0, ca2 >0
Kegel
17 | D17 c1122 + c22y? + 22 + D = 0 |nullteiliges c11 > 0, co2 > 0,
Ellipsoid D >0
18 | P1g ci1x? + 022y2 +224D=0 einteiliges c11 >0, co2 >0,
Ellipsoid D<0
19 | ®19 c1122 + c22y? + 22 + 2c127y = 0 |Kegel c11 >0, c22 <0,
c12 #0
20 | P2 011x2+022y2+22+2012my+5 = 0 |einschaliges c11 >0, c12 # 0,
Hyperboloid |c22 <0, D <0
21 | Poq 011x2+622y2+z2+2012wy+ﬁ = 0 |zweischaliges |c11 > 0, c12 # 0,
Hyperboloid |ca2 <0, D >0
22 | ®oo c112% +cooy? +22+2c100y = 0 |Kegel c11 <0, co2 >0,
c12 #0
23 | ®o3 011m2+022y2+z2+2012wy+ﬁ = 0 |einschaliges c11 <0, c12 # 0,
Hyperboloid |ca2 >0, D <0
24 | ®oy c1122+cooy? +224+2c122y+D = 0 |zweischaliges | c11 < 0, ci12 # 0,
Hyperboloid |c22 >0, D >0
25 | Po5 c1122 +cooy? +224+2c122y = 0 |Kegel c11 <0, c12 #0,
coo < 0,
0%2 —c11c22 >0




314 F. Mészdros
26 | Pog 011m2+022y2+22+2012my+3 = 0 |einschaliges c11 <0, c12 # 0,
Hyperboloid |c22 <0, D > 0,
0%2 —c11c22 >0
27 | ®o7 011x2—|—022y2+z2—|—2012xy+5 = 0 |zweischaliges |c11 <0, c12 # 0,
Hyperboloid |c22 <0, D < 0,
0%2 —c11c22 >0
28 | dog c11w2+CQ2y2+z2—|—2012xy =0 [Kegel c11 <0, c22 <0,
0%2 —c11c22 <0
29 | o9 011x2—|—022y2+22—|—2012wy+5 = 0 |zweischaliges |c11 < 0, c22 <0,
Hyperboloid |D > 0,
0%2 —c11c22 <0
30 | P30 011$2+CQ2y2—|—z2+2012wy—|—ﬁ = 0 |einschaliges c11 <0, c22 <0,
Hyperboloid |D < 0,
0%2 —c11022 <0
31 | P3q 011x2+022y2+z2+2c12my =0 [Kegel c11 >0, ca2 > 0,
0%2 —c11c22 >0
32 | P32 011m2+022y2+z2+2012wy+ﬁ = 0 |einschaliges c11 >0, ca2 >0,
Hyperboloid | D < 0,
sz —ciice2 >0
33 | P33 cr1122+cooy? +22+2c120y+D = 0 |zweischaliges | c11 > 0, ca2 > 0,
Hyperboloid | D > 0,
0%2 —c11c22 >0
34 | ®y3 22 — @222+ Ay = 0 |hyper- A#0, a#0
bolisches
Paraboloid
35 | Pyy 22 -a%2224+D =0 hyper- c11 = —a? < 0,
bolischer c12 =0, co2 =0,
Zylinder D#0
36 | Pys5 22 — @222 = 0 |reelles c11 = —a2 <0,
schneidendes |ci2 =0, co2 =0
Ebenenpaar
37 | Pus 22 —a2y?+ Az =0 |hyper- a#£0, A#0,
bolisches coo = —a? < 0,
Paraboloid ci12=0, c11 =0
38 | a7 22 —@%y?2+D =0 |hyper- cog = —a2 <0,
bolischer c12 =0, c11 =0,
Zylinder D #0
39 | Pys 22 —a%y? =0 |reelles coo = —a? < 0,
schneidendes |ci12 =0, ¢c11 =0

Ebenenpaar
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40 | @49 bz? —axz — yz+ Az = 0 |hyper- _Z #0, a#0,
bolisches b#0
Paraboloid

41 | @50 bz?2+axz — yz+D = 0 |hyper- D#0, b#0,
bolischer a#0
Zylinder
schneidendes
Ebenenpaar

43 | @73 22—|—52m2—|—§y = 0 |elliptisches B#0, b#0,
Paraboloid

44 | @y 2245°22+D = 0 |nullteiliger | D >0,
elliptischer c11 = 52 > 0,
Zylinder c12 =0, co2 =0

45 | @5 2245°224+D = 0 |elliptischer | D <0, b#£0
Zylinder

46 | P76 22—1—1_)2302 = 0 |konjugiert- c11 = b >0,
komplexes c12 =0, co2 =0
Ebenenpaar

47 | @7y 22 ~|—52y2+2x = 0 |elliptisches Co2 = v > 0,
Paraboloid A#0

48 | ®rg 2245°y24+ D = 0 |nullteiliger | cao = b° > 0,
elliptischer D >0
Zylinder

49 | P79 z2+52y2 +D = 0 |elliptischer Ccoo = 52 > 0,
Zylinder D <0

50 | ®go 22 —1—52y2 = 0 |konjugiert- co2 = b >0,
komplexes c11 =0
Ebenenpaar

51 | g5 224¢%y? —2ac?zy+ac2x? + Az =0 |elliptisches A#£0,E#0,
Paraboloid a#0

52 | Pgg 224¢%y2 —2actzy+a’c?z?2+D =0 |nullteiliger c#0, a#0,
Zylinder D >0

53 | Pgr 22 4+2%y? —2actxy+a’c?2? + D=0 |elliptischer c#0, a#0,
Zylinder D <0

54 | dgg 224¢%y? — 2ac2zy+a?c2x? = 0 |konjugiert- €#0, a#0
komplexes
Ebenenpaar

55 | ®gg 22+ Az = 0 |parabolischer | A # 0,

Zylinder

c11 =c22 =0
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56 | Poo 224D = 0 |konjugiert- D >0,
komplexes c11 =co2 =0
Ebenenpaar

57 | g1 224D =0 |reelles D < 0,
paralleles c11 =co2 =0
Ebenenpaar

58 | Pgo z2 = 0 |Doppelebene

59 | ®g3 224 By = 0 |parabolischer | B # 0,
Zylinder

60 | oy 224+ Ax+By = 0 |parabolischer | A# 0, B#0
Zylinder

Tabelle 3.1.

Der Nachweis der Gs-Invarianz des jeweiligen @Q-Koordinatensys-
tems fiir die einzelnen Flachentypen kann in [25] nachgelesen werden.

4. Normalformentheorie der Hauptklasse 1

Fiir eine verallgemeinerte Zyklide (1.6) ergibt sich als Gleichung

der Hauptachsenflache ¥*
(4.1)

Q=G2>+ Ry*+3C2*+ Kay+2Exz+2Jyz+ je + hy +2fz+c = 0.
Wegen C' # 0 erkennt man an Hand der Tabelle 3.1, dass fiir ¥*
zunachst alle Flachentypen 2. Ordnung in Frage kommen, die dort
aufgelistet sind. Auf Grund der Bauart dieser auf Normalform trans-

formierten Flachen lassen sich jedoch alle Typen mit Ausnahme von
D49, P50 und P5; gemeinsam behandeln, wenn man vom Ansatz

(4.2) Qn = c112 + 2c100y + co0y® + 22 + Az + By +D =0
ausgeht. Ein Vergleich mit (4.1) zeigt, dass dann gilt

1
C=-, G=c11, R=co2, K=2c15, E=0,J =0,
(4.3) 3 _11 _22 _12
f:O’ j:A, h:B, C:D.

Fiir die Diskriminanten A und L bzw. die Grolen L1, Lo bzw. A1 und
Ay berechnet man nun nach (2.9), (2.10) bzw. (2.12) und (2.13) der
Reihe nach
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1 1 1
A= 922 Ay = 537 Az = —5052
4 1
Aot lpe
81 9
(4.4) 1 1 1
L, = gein Ly = gA, L3 = —50%1
4 1
L = —8—1C§1 — §A2
Fiir die Sondertypen ®49, P59 und P51 gilt
1- 1 1
C==-b#0, E=-a#0, J=—, R=G=K =0,
(4.5) i 7 3 7 2
j=A, c=D#0, h=f=0
und daraus findet man
1 1- 1 1 1-
\=—— Ay=2bB, Ay=—-B, A=—B— b B>
36 3 6 54 9
(4’6) 1 1 1 1 12
Ly =——a% Ly=-bA, L3y=-aA, L=——aA—-b A>
T e e A 54 9

Damit kann man nunmehr an Hand der Flachentypen ®; und ihren
Nebenbedingungen die Normalformentheorie der Hauptklasse I auf-
stellen.

Fir die Hauptklasse I gilt nach Tabelle 2.1 A > 0, L > 0, so
dass die Sondertypen ®g5—Pgg wegen ¢ # 0, @ # 0 von vornherein
ausscheiden. Fir den allgemeinen Flichentyp ®; berechnet man die
Ungleichungen

9 9
(4.7a,b) oy < —ZBQ, ey < _ZAQ'

Hieraus folgt zunéchst, dass stets ¢1; < 0 und coo < 0 gelten muss, und
dass die Werte B = 0 oder A = 0 oder beides méglich sind. Wegen
(4.2) miissen daher in den Normalformen von Y* die Glieder mit 2
und y? vorkommen, und zwar beide mit einem negativen Koeffizienten
versehen. Damit sind geméafl der Tabelle 3.1 nur folgende Untertypen
moglich: @5, Pop, Po7, Pag, Pag, P3o-

Fiir die Sonderformen ®49—®5; errechnet man nach (4.5) die Un-
gleichungen

(4.8a,b) 60°B2<B und 60 A%< —aA.
Hieraus erkennt man, dass stets A # 0, B # 0 gelten muss. Weiters
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zeigt (4.8a), dass sogar B > 0 folgt, woraus man die Ungleichung

1
(4.9) 0<B<—
6b
ableitet. Die Ungleichung (4.8b) ldsst sich auf die beiden Ungleichungen
a’ a’
60 60

reduzieren, die stets erfiillbar sind. Damit kénnen nun alle Normalfor-
men fiur Zykliden der Hauptklasse I zusammengestellt werden, wobei
wir die Untertypen geméfl der Hauptachsenflaiche ¥* = ®; auflisten
und fiir die eventuell verschwindenden Koeffizienten die Kroneckersym-
bole !, B! ... verwenden.

Untertyp ®o5:
(4 107 @25)

. . 1 .
F =2*?+ o) Ax® + o) By® + §z3 + o Dx?y + cooy®z + 11wzt

+ ﬁngyz + 2¢100yz + ) da® + 5fey2 + eﬁgwy + nfax—l—

(2

+ )\gby + u‘gT =0 mit c;; <0, o9 <0 und c?z — ¢11C29 > 0.

Da die Kronecker-Symbole unabhéngig von-
einander die Werte 0 oder 1 annehmen
konnen, enthalten diese Untertypen genau
210 — 1024 Exemplare. Die einfachste
Flachengleichung lautet

F = 2%y + %23 + Ccogy?z+

+ 0113:22 + 2c192y2z =0
(4.10, ®o5A)

mit c17 <0, o0 <0

und 0%2 — c11699 > 0.

Abbildung 5.1

Wir konstruieren eine verallgemeinerte Zyklide 4. Ordnung der
Hauptklasse I mit den Punkten 73(0:0:1:1), 75(0:0:1:2), T5(0:0:1:3),
S51(0:1:0:1), S2(0:1:0:2) und S3(0:1:0:3). Ihre einfachste Gleichung lautet
dann
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(4.10, ®95B)
2.2 3 3, 1 3 2 o 11 o 11,
F=ax"y” —22° — 2y +§z —2yz® — 2xz —|—?zy +?zx =0
und man rechnet leicht nach, dass die Hauptachsenfliche dann ein Kegel

(1)25 ist.
Untertyp ®oq:
. : 1 :
F =a%y* + o) Ax® + ol By® + §z3 + o) Dx?y+
(4.10, ) + c?2y2z + §11x2z + ﬁfHa:yQ + 2c192y2 +.7§de+
+0ley? +elgry +nlax + Moy + Dz + T =0
mit c11 <0, co9 <0, C%2 — c11C22 > 0 und D > 0.
Diese Untertype enthalt wieder 1024 Exemplare.
Untertyp ®o7:

‘ ‘ 1 .
F =2*y* + o] Az’ + 0! By® + gzg + o) Da*y+
(4.10, B + ngy2z + ?11$22 + ﬁfHﬂC?JQ + 2c12xy2 +’%jdﬂ€2+
+ 6l ey® + el gry + nlar + Nby + Dz + T = 0
mit c11 < 0, c90 <0, 6%2 — 11622 > 0 und D < 0.

Untertyp ®Pog:
. A 1 :
F =a2*y* + o] Az’ + o} By® + gzg + o) Da*y+
(4.10, Bog) + eaoy®z + ennz’z + Bl Hay? + 2c10myz + 7 da®+
C : . : .
+ 0ley® + el gxy + nlax + Nlby + plT =0
mit c11 <0, co0 <0 und C%2 — c11699 < 0.
Untertyp ®o9:
. : 1 .
F = 2%y + o] Ax® + o] By® + 523 + o) Dy +
(4.10 @29> + 6222/22 + 611-7722 + 55ny2 + 2c122yz + ngx2+
+ 5fey2 + eggfz:y —|—ngax + )\gby+bz + ugT =0
mit c11 < 0, c90 <0, 6%2 — c11622 < 0 und D >0.



320 F. Mészdaros

Untertyp ®39:
. . 1 .
F=a2%2+ QgA:U?’ + UgBy?’ + 523 + ong:I:Qy—f—
(4.10, Pao) + CQQyQZ + ez + ﬁfoyQ + 2c102Yy2 + 'ygdx2+
- . 4 . _ 4
+ 0ley® +elgry + nlax + Nlby + Dz + T =0
mit c11 <0, co2 <0, 0%2 — ¢11¢22 < 0 und D < 0.

Untertyp ®49:
1- ; 1
F =2%y? + Az + By® + §b23 + ol Dx?y + 5&:5224-

+ @?ngf - §yz2 + ’yfdmz + 5§ey2 + 6§gacy+
(4.10, ®uo) +Azz+nlax + Moy + 1T =0
. 1 as
mt0<B<—, 0<A< ——
60 6b
=3

bzw. 0>A>—CLT2 und @ #0, b#0, A#D0.
6b

Diese Untertype umfasst 28 = 256 Exemplare; die einfachste Fli-
chengleichung lautet

1- 1 1 —
F = 22y°+ Ax3+By3+=b23+ —ax2?— —yz°+Azz =0
(4.10, Dyon) Y (IR 2Y

mit @ # 0, b# 0, und obigen Ungleichungen.
Untertyp ®s50:
F =a2%y? + Az® + By® + %Bz?’ + afDa:Qy + %Gazz’2+
+ B/ Hry? — %yzz + 4l dz? + 6l ey? + &l gry+
(4.10, ®s0) —I—ngaa:—k)\gby%—ﬁz%—ugT:O

=3

1
60

6b
—3
bzw. O>A>—aT2 und @ #0, b# 0, D # 0.
6b
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Untertyp ®Ps51:
F = 2%y? + A2 + By® + %1_723 + aszQy + %EIEZ2+
+ @ijyQ — %yzQ + vgde + 5gey2 + 5gga:y+

J J J
(4.10, ®5;) +njax + X by + ;T =0
, 1 a’
m1t0<B<T2, 0<A<—T2
6b 6b
a3 -
bzw. 0 > A > —— und a # 0, b # 0.
6b

Insgesamt umfasst die Hauptklasse I somit 9 Untertypen mit ins-
gesamt 6912 Exemplaren. Wir fassen zusammen im
SATZ 5.1. Die verallgemeinerten Zykliden 4. Ordnung der Haupt-
klasse I lassen sich durch die Normalformen (4.10, ®95)—(4.10, ®30)
sowie (4.10, ®49)—(4.10, ®59) beschreiben. Diese Hauptklasse besitzt 9
Untertypen mit insgesamt 6912 Exemplaren.

Die Angabe der Normalform fiir die Hauptklassen II-X erfafit im
2. Teil dieser Arbeit, dort wird dann somit die Transformationsthe-
orie fiir die Hauptklasse XI-XXV vorgestellt, sowie durch 2 Taylor-
Entwicklungen die Singularitatstheorie der verallgemeinerten Zykliden
4. Ordnung skizziert.
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