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Abstract: It is given a lower bound for the closeness of packings of balls (Th.
1) and an upper bound for the thickniss of point sets (Th. 2) in d-dimensional
hyperbolic spaces. The bounds are improved for d = 2 (Th. 3, 4 and 5).

1. Einleitung

1.1. Die Menge {K;(r)} von offenen Kugeln mit Radius r bildet eine
Packung im d-dimensionalen hyperbolischen Raum H¢, wenn zwei be-
liebige Elemente von {K;(r)} keinen gemeinsamen Punkt haben. Das
Supremum der Radien der Kugeln, die in einem von den Kugeln der
Packung {K;(r)} nicht iiberdeckten Teil des Raumes liegen, wird die
Enge der gegebenen Packung {K;(r)} genannt und wird mit eq(K;(r))
bezeichnet. Das Problem im Zusammenhang mit der Enge in Rdumen
von konstanter Kriimmung entstand von L. Fejes T6th (1976). Die
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Grundaufgabe ist die Bestimmung des Infimums der Engen eq(K;(r))
bei angegebenen r und d, wenn wir alle mégliche Kugelpackungen be-
trachten. Das Infimum der Engen wird mit e4(r) bezeichnet. Die Pak-
kungen, deren Enge e4(r) ist, werden engste Packungen von Kugeln mit
Radius r im H¢ genannt. Auch die Bestimmung dieser extremalen
Kugelpackungen gehort zur Aufgabe, falls solche Packungen existieren.
Mit anderen Worten bedeutet die Bestimmung von e4(r) bei angegebe-
nen r und d das folgende. Wir suchen die Kugel vom gréStmdéglichen
Radius im H¢, die man noch in einer beliebigen Packung von Kugeln
mit Radius r unter der Bedingung einlagern kann, daf} diese Kugel die
Kugeln von {K;(r)} nicht schneidet.

1.2. Das Punksystem ¥ im H¢ wird ein <1,1>-System (nach Delone
(1937) (r, R)-System) genannt, wenn solche positive reelle Zahlen 7 und
R existieren, fiir die die folgenden Bedingungen erfiillt sind.
1.2.1. Eine beliebige offene Kugel vom Radius v im H? enthdlt hichstens
einen Punkt von 3.
1.2.2. Mindestens einer Punkt von X liegt in einer beliebigen abge-
schloflenen Kugel vom Radius R im H¢.

Es seien 1 = supr und R; = inf R die reellen Zahlen bei einem
angegebenen <1,1>-System ¥, fiir die die Bedingungen 1.2.1. und 1.2.2.

T1

noch erfillt sind. Der Quotient 7 wird die Dicke von ¥ genannt Es
bezeichne k4(%) die Dicke von ¥, d.h.

71
Iﬂ?d(E) = “1—%-;
1.2.3. Es sei rg > 0 eine angegebene reelle Zahl. Wir bezeichen mit
{Z(ro)} die Menge der <1,1>-Punktsysteme, fir die
ri=supr <o
gilt.

Die Grundaufgabe ist, das Supremum der Dicken der zu {X(rg)}
gehorigen <1,1>-Punktsysteme bei gegebenen rg und d zu bestimmen
und die Punktsysteme mit dieser extremalen Dicke zu finden, falls die
existieren. Es sei

ka(ro) = sup  ka(X).
Le{Z(ro)}

Ryskov (1970, 1974) beschéiftigte sich mit diesem Problem im eu-
klidischen Raum. Er charakterisierte die Punktsysteme mit dem Quo-
tient 22 Dieser Quotient wurde bei ihm als Dichte des Punktsystems

supr”®

definiert.
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1.3. Es ist leicht einzusehen, dafl die Probleme in 1.1. und 1.2. im
euklidischen Raum &quivalent sind und die Definition der Punktmenge
{¥(ro)} wegen der Existenz der Ahnlichkeit nicht notwendig ist.

Die folgenden Tabellen enthalten die Ergebnisse im d-dimensiona-
len euklidischen Raum E¢.

1.3.1. Im gitterformigen Fall fiir

d=2 L. Fejes T6th (1976), S. S. Ryskov (1970)
d=3 S. S. Ryskov (1970), J. Horvéth (1977)
d=4 J. Horvath (1980)

d=5 J. Horvath (1986)

Ryskov (1974) hat zur Bestimmung der extremalen gitterformigen
Punktsysteme im E¢ eine Methode ausgearbeitet. Horvath (1986) en-
twickelte diese Methode weiter.

1.3.2. Im nicht gitterformigen Fall fir

2 L. Fejes T6th (1976), S. S. Ryskov (1974)
=3 K. Boroczky (1986)

1.4. Im zweiten Abschnitt dieser Arbeit geben wir fiir die Engen der
Kugelpackungen im H? eine untere Abschitzung abhingig von den
Kugelradien, die in unendlich vielen Féllen in H? genau ist. Wir geben
auch eine obere Schranke abhéngig von r¢ fiir die Dicken von Punktsys-
temen im H?, die wieder fiir H? in unendlich vielen Féllen genau ist.
Auch die Monotonie der Funktionen in diesen Abschadtzungen werden
hier untersucht.

Im dritten Abschnitt werden diese Abschitzungen in der hyper-
bolischen Ebene verbessert.

2. Abschitzungen im H¢

Zuerst beweisen wir zwei Lemmas. Es bezeichne R(a) den Umku-
gelradius des reguliren Symplexes mit Kantenléinge 2a. Nach einfachen
Rechnungen ergibt sich

(1) . sinh R(a) = ded sinh a.

Lemma 1. Die Funktion f (a) = R(a)—a ist streng monoton wachsend
und beschrankt und zwar
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3d+ 1
2 a) < Arcosh ——————.
@) fa) 9./2dd + 1)
Beweis. Es sei c = /2%, wo d > 2. Es gilt ¢ > 1 offenbar. Wir

zeigen, wenn
(3) sinh R(a) = csinha,
dann ist die Funktion f(a) = R(a) — a streng monoton wachsend. Wir
bilden die Ableitung von f(a) und ergibt sich
(4) F(a) = R'(a) — 1.
Aus (1) folgt
R'(a) coshR(a) = ccosha.
Wir driicken R'(a) aus und setzen in (4) ein. Man erhilt

1
f/ (CL) = m (C cosh a — cosh 'R(a))
Es geniigt zu zeigen, daf}
(5) c® cosh® a — cosh® R(a) > 0

fir ¢ > 1 gilt. Daraus folgt schon f/(a) > 0 und damit die entsprechende
Monotonie von f(a).
Auf Grund der Identitéit cosh? z — sinh® £ = 1 und (1) haben wir
c¢®cosh®a — cosh® R(a) = c? — 1 > 0,
dh., (5) gilt.
Wir zeigen, daf} f(a) eine beschrénkte Funktion ist. Aus (1) folgt
cosh(R(a) — a) = coshR(a) cosha — sinh R(a) sinha =

= cosh R(a) cosha — csinh? a.
Nach der Anwendung von (1) und wohlbekannten Identititen erhilt

man ,
(6) cosh (R(a) — a) = 1-c +c.

\/a)glllz—a—}—c?tanhza—l-c
Die Funktion f(a) = R(a) — a ist streng monoton wachsend, folglich
hat cosh(R(a) — a) dieselbe Monotonie. Aus (6) ergibt sich

3d+1
lim (R{a) — a) = Arcosh —————.
i (R(e) = a) 2 2dd £ 1)
Das gibt aber eine obere Schranke fiir f(a). ¢

S aps _ 3d+1
Es sei f1(d) = Arcosh PWCTTTSh
Bemerkungen.

a. Es ist leicht einzusehen, daB auch f;(d) streng monoton wach-
send und beschrénkt ist. Es gilt
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. 3
fi(d) < dl}gloo f1(d) = Arcosh Wil 0,34657359. ...

b. Es ist nicht schwer zu beweisen, dafl fi1(d) den Radius der
d-dimensionalen Kugel bedeutet, die d + 1 paarweise beriihrende Ho-
rosphiiren im H¢ beriihrt.

c. Wir haben in den Formeln mit dem natiirlichen Parameter
gerechnet und im folgenden wenden wir diesen Parameter an.
Lemma 2. Die Funktion 4
R(a)
ist streng monoton wachsend und lim,_, 1o h(a) = 1.

Beweis. Aus Lemma 1. folgt die Behauptung lim, . h{a) = 1.
(Es wichst ndmlich R(a) und gilt 0 < R(a) —a < fi(d).) Die erste
Ableitung von h(a) ist

(7) W (a) = RZL@ (R(a) — R'(a)a).

Es sei p(a) = R'(a)a — R(a). Aus p(a) < 0 folgt offenbar h'(a) > 0,
d.h., h(a) ist streng monoton wachsend.

Es gilt p(0) = 0 auf Grund (1) und (7). Es geniigt zu zeigen, da8
p'(a) <0 fiir @ > 0 ist. Aus (1), (3) und (7) folgt

cacosha
(8) p(a’) - cosh ’R(a) R(CL)
Auf Grund der Formeln (1), (7) und (8) ergibt sich
p casinha 9
ple)= cosh® R(a) (1=c.

Wegen ¢ > 1 ist aber p'(a) < 0 fir a > 0. ¢
Satz 1. Bildet die Menge {K;(r)} der offenen Kugeln vom Radius r
eine Packung im H¢, dann ist die Enge der Packung mindestens R(r)—
— 7 (vgl. R(a) in (1)), d.h., eq(K;(r)) > R(r) — r ist. Gleichheit tritt
nur fir d = 2 und im Fall ein, wenn ein regulares Dreiecksmosaik der
Seitenlinge 2r in der Ebene H? existiert.
Beweis. Wir betrachten die Menge der Kugelmittelpunkte in der Pack-
ung. Dieses Punktsystem wird mit {O;} bezeichnet. Eine Kugel wird
Stiitzkugel oder L-Kugel des Punktsystems {O;} genannt, wenn die
Kugelfliche mindestens d+1 nicht in einer Hyperebene liegenden Punkte
von {O;} enthilt und kein Punkt aus {O;} im Inneren der Kugel liegt.
Die konvexe Hiille der auf einer Stiitzkugelfliche liegenden Punkte von
{O;} ist ein Stiitzpolytop oder L-Polytop. Wir kénnen immer d+1 nicht

h{a) =
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in einer Hyperebene liegende Ecken des Stiitzpolytops auswahlen. Diese
Ecken bilden ein Symplex, dessen Kanten die Mindestlinge 2r haben.
Es ist einfach zu beweisen, daBl der Umkugelradius dieses Symplexes
mindestens R(r) ist und der Fall R(r) nur fiir das regulére Symplex
von der Seitenlange 2r eintritt. (Der Beweis findet man in Bordczky
(1986).) Daraus folgt, daf§ es eine Kugel vom Mindestradius R(r) —
~ r um den Mittelpunkt der Stiitzkugel gibt, die keinen gemeinsamen
Punkt mit den Kugeln der Packung hat. Das gilt natiirlich fiir alle
Stiitzkugelmittelpunkte.

Daraus folgt, dafi eq(K;(r)) > R(r) — r ist und Gleichheit nur
im Fall eintreten kann, wenn die L-Polytope regulire Symplexe der
Kantenlinge 2r sind. Fiir d > 3 existieren solche Kugelpackungen
nicht. In der hyperbolischen Ebene kann aber das Minimum der Engen
eq(r) gleich R(r) — r sein. Dann bestimmen die Kreismittelpunkte ein
regulires Dreiecksmosaik, wobei die Winkel eines reguliren Dreiecks
gleich 2?”, p€ Zund p > 7 ist.. §

Satz 2. Es sei die positive reelle Zahl ro gegeben. Die Dicke eines
beliebigen Punktsystems von {X(ro)} ist hdchstens R#(‘;o_)’ d.h.,

7o
(9) k4 (Z(ro)) < Rro)
gilt. Gleichheit tritt nur fir die im Satz 1. erwahnten Fille ein.
Beweis. Wir betrachten wieder die zum angegebenen Punktsystem
Y, gehorigen Stiitzkugeln. Es sei r; = supr, wobei X noch ein <1,1>
>-System (nach Delone ein (rq, R)-System) ist. Dann kann 2r; der
Mindestabstand zwischen zwei beliebigen Punkten von % sein.

Wir nehmen d+1 nicht in einer Hyperebene liegenden Ecken eines
Stiitzpolytops. Dann ist die Lénge einer beliebigen Kante mindestens
2r1. Folglich ist ein beliebiger Stiitzkugelradius mindestens R(r1).
Dann gilt

71
(10) k(Z(ro)) < R
Nach Lemma 2. ist die Funktion h(a) = —7% streng monoton wachsend

und nach unserer Voraussetzung gehort das Punktsystem zur Klasse
{X(ro)}, folglich kann die Dicke hochstens 77— sein.

Gleichheit tritt nur im Fall ein, wenn eine Zerlegung von H¢ in
regulidre Symplexe der Kantenldnge 27, existiert. Eine solche Zerlegung

existiert aber nur in der hyperbolischen Ebene und nur fiir die im Satz 1.
erklarten Dreiecksmosaike. ¢
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3. Abschatzungen im H?

143

In diesem Teil verbessern wir die im Punkt 2. angegebenen Ab-
schatzungen in der hyperbolischen Ebene.

e(r)
A
Arch—7—
43 Z> ZS A ND—
% BPpE B R EEE Ky it
Abb. 1.
x(r)
A
1
3 T | ~
2 —
03T NN
Abb. 2.

3.1. Die Abb. 1. bzw. Abb. 2. zeigt die untere Abschatzung fir die
Enge von Kreispackungen mit Radius » (vgl. Satz 1.) bzw. die obere
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Abschitzung fiir die Dicke der X(ro) Punktsysteme (vgl. Satz 2.) (die
dinnen Kurven auf den Abbildungen). Beide Abschatzungen sind ge-
nau, wenn ein Mosaik in der hyperbolischen Ebene existiert, das aus
reguldren Dreiecken der Seitenlange 2r bzw. 2r, besteht. Es bezeichne
T, die Zahl, fiir die der Winkel des reguliren Dreiecks der Seitenldngen
2r,, gleich 27" ist. Dann liegen n reguldre Dreiecke herum eine Ecke im
Mosaik, wobei n > 7 und 7¢ := 0 ist. Durch einfache Rechnung ergibt
sich

| 1
11 hr, = .
(11) oS Tn = o sin =
In den Ungleichungen (9) und (10) kann Gleichheit fiir r,, eintreten.
Es sei
Tn _<. r S Tn+1,
d.h.
(12) — < coshr < o———r,
2sin 7 2sin 5

wo n > 6 ist.

3.1.1. Es bezeichne H; das Dreieck A;B;C; (Abb. 3) mit A1B; =
= A;C; = 2r und £(B14,C;) = 2. Fir seinen Umkreisradius Ry
gilt

' sinh r coshrcos T
(13) sinh Rl = sinﬂ (COSh Rl = *‘W) )
wo
(14) cos § = coshrsin %

4, 2r B,

Abb. 3.

3.1.2. Es sei Hy das gleichschenklige Dreieck A2B2C3 (Abb. 4) mit

A2B2 == Ang = 26, BzCz = 27 und A(BgAzOz) = n_2+7r_1 Mit Rz
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bezeichen wir den Umkreisradius von Hy. Durch einfache Rechnungen
erhalten wir

i cosh bcos 2=
(15) sinh Ry = 51.nhb coshRy = ————_&H—l )
sin 3 sin 8
wobei
T
16 = cosh bsi
(16) cos B = coshbsin ]
und
) sinhr
(17) sinh 2b = ——.
Sin nrl

B,

Abb. 4.

3.1.3. Aus der Definition von R; und R, ist es leicht einzusehen, daB
Ri1(r) und Ry(r) streng monoton wachsen. Mit Ri(n,r) bzw. mit
Ra(n,r) wird die Funktion R1(r) bzw. Ra(r) im Intervall [ry,, rn41]
bezeichnet. Fir diese Funktionen gelten die folgenden Ungleichungen
(18) Ri(n,rny1) > Ra(n,rnp1) und Ra(n,ry) > Ri(n, ).

Die Funktionen R;(n,r) und Ra(n, ) sind stetig und streng monoton.
Daraus folgt schon auch (18) im Betracht genommen, daf} es eine Zahl
T €]rn, rnt1] gibt, fiir die

(19) Ri(n,r}) = Ra(n,rk)

gilt.

Es seien «,f,v die Winkel des Dreiecks ABC. Mit k[ABC]|
bezeichnen wir die Umkreislinie des Dreiecks ABC. Wir fixieren den
Umbkreis des Dreiecks und die Ecken A und B. Es ist bekannt, wenn
sich die Ecke C' auf einem der durch A und B bestimmten Kreisbégen
von k[ABC] bewegt, dann ist a + § — v unabhéingig von der Lage des
Punktes C.
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Falls r = r};, dann gilt A1B; = C3By = 2r} fiir die Dreiecke
A1B,C; und A3ByC5, weiterhin (19) fiir die Umkreisradien. Folglich
konnen wir die obigen Dreiecke so legen wie auf der Abb. 5. Dann gilt

Z(CszAz) + L(BzCQAz) — Z(BzAzCz) =

= L(BlAlCl) + Z(AlBlCl) — A(AlClBl)
Aus den Gleichungen Z(ByCyA3) = Z(CyB2As) und £(A1B1Cy) =
= /(A,C1B) ergibt sich
(20) £(CaBaAs) = = +

Dann haben wir

(21) coshr? = ntl
sin (Z + #;—1)
Aus den obigen folgt, daf} es eine einzige Zahl r} mit (19) im Intervall
[Tn, Try1] gibt.
3.2. Im folgenden beweisen wir einige Lemmas.
Lemma 3. EsseiR1(n,r),r € [In,Tne1] diein (13) und (14) definierte
Funktion. Dann ist die Funktion
(22) fl(na T) = Rl (TL, l") —-Tr r e [’rny T'n.—i—l]
streng monoton wachsend, won > 6, n € Z und rg := 0.
Beweis. Wir zeigen, da8 fi(n,r) > 0, d.h.

(23) Ri(n,r) > 1.
Aus (13) und (14) ergibt sich

cos T
(24) Rin.r) = 252

durch Anwendung von Identitéten beziiglich trigonometrischen und hy-
perbolischen Funktionen. Man muss also die Richtigkeit der Gleichung
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cos = > sin? g8
_ n
beweisen. Nach (14) haben wir die dquivalente Ungleichung
T 2 . 9T
cos — + cosh®rsin® — > 1.
n n

Aus (12) folgt

e R

cosh? r sin? il >
n
Es geniigt also, die Ungleichung
1
cos T +->1
n 4
zu beweisen. Das gilt aber wegen n > 6.
Lemma 4. Essei Ri(n,r), T € [rn, Tht1] die in (13) und (14) definierte
Funktion. Dann ist die Funktion

(25) gi(n,7) = m

streng monoton fallend, won > 6, n € Z, rg := 0 und r > 0 sind.
Beweis. Wir zeigen, dafl die Funktion

T € [Tn, Tnti)

(26) hi(n,r) = &:’Q 7€ [Pn, Tntl)
streng monoton wachsend ist, d.h.,

1
(27) By (n,7) = = (R (m, 7)r = Ra(n,7)) > 0

gilt.

Es sei p(n,r) = Ri(n,r)r — Ri(n,r). Es gilt offenbar p(n,0) = 0.
Dann geniigt es zu zeigen, dafl

! "
p'(n,r) =Ri(n,r)r

positiv ist. Das gilt aber, da
sinh 2rcos Tsin Z
Ri (n, 1) = At

sin 8

>0

ist. ¢

Bemerkung. Es ist einfach zu zeigen, daf} lim,_,q g1(6,7) = @ ist.
Lemma 5. Es sei Ry(n,r), 1 € [rX,Tne1] die in (15) mit Hilfe von
(16) und (17) definierte Funktion, wo v} in (21) bestimmi ist. Dann
nimmit die Funktion

(28) fa(n,7) = Ra(n,r)—r r € [k, Tayi)

fiir n > 7 streng monoton ab. In Fall n = 6 existiert eine einzige Zahl
p € [r, 7], fiir die R5(6,p) = 1 (coshp = 1.116421187...) ist. Die
Funktion fa(6,7) ist @m Intervall [r%, p| streng monoton wachsend und
im Intervall |p, r7] streng monoton fallend.
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Beweis. a. Essein > 7und a = ;5. Die Funktion fa(n,r), r €
€ [r}¥, rpt1] nimmt ab, wenn

(29) Ry(n,r) <1

ist. Aus (15) ergibt sich die erste Ableitung von Re(n,r). Mit Anwen-
dung von (16) und (17) kénnen wir in der Form

R'z(n 'r) _ cosacoshr
b

2 sin o cosh 2bsin? B
aufschreiben. Man muf} also die Richtigkeit der Ungleichung

cos .
- Y coshr < sin® B cosh 2b
2sina
beweisen. Daraus ergibt sich
cos ¢ ' ) sinh? r + sin® o
(30) —— coshr < (1 — cosh® bsin® @) 4 , .
2sin o sin o

Wegen r €]r,, Tnt1] ist 7 < b < rpypq. Aus (12) folgt

< 1 — cosh? bsin? a.

> o

Es geniigt zu zeigen, dafl

1 3
(31) 5 cosa coshr < 1 Vsinh? r + sin?

gilt. Durch dquivalente Umformungen erhalten wir die Ungleichung

9 cos? a
2 h? P —
(32) ST > 9 dcosta

Wegen r > r} gilt

cosh? r > cosh? Th = g
- ki ™
sin®(Z + -77)

auf Grund von (21).
Wir zeigen, daf

cos® A 9 cos?
sin®(Z 4+ -22) © 9—4cos?a’
d.h.
7r s T
33 2 <3 -
(33) ST COS(n+n+1>
gilt.

Fir n > 8 ist die linke Seite von (33) kleiner als 2, die rechte Seite
ist aber grosser als 2. Durch Rechnungen ergibt sich die Richtigkeit von
(33) fir n=17,8. ‘
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b. Es sein =6 und a = 7. In diesem Fall liegt r im Intervall
[7§,77], wobei coshrf = 1.090446123. .. und coshry = 1.126894041 . ..
sind. Aus (30) ergibt sich

cosacoshr <

34 '
(34) < (2 — (sin2 o -+ sin aV/cosh? r — cos? a)) v/cosh® 7 — cos? a

mit der Anwendung von (17). Diese Ungleichung gilt fiir r = ry, fiir
r = rg aber nicht. Folglich tritt R, (n,r) = 1 im Intervall [r§, 7] ein.
Wir beweisen, dafl diese Gleichung nur fiir eine einzige Wert p €]rg, 77|
besteht. Dazu definieren wir die Funktion (vgl. (34))

s(r) = cos a coshr + sin a(cosh® r — cos® a)—

—(1 + cos? a) Vcosh?r — cos? a.

Die erste Ableitung von s(r) ist

1 + cos?
§'(r) =sinhr | cosa + 2sinacoshr — _Lycosa
1— cos?
cosh?®r
Die Funktionen sinh r, coshr wachsen, ————1—;— ist fallend. Folglich

1— cos o
cosh= r

gilt §'(r) < §'(r7). Weil §'(r7) < 0 ist, nimmt s(r), r € [r}, 7]
streng monoton ab. Deshalb ist auch R5(6,r) streng monoton fall-
end. Wegen R5(6,7%) > 1 und R5(6,77) < 1 existiert nur eine Stelle
p Elr, re[, fiir die RL(6, p) = 1 gilt. Es ist auszurechnen, dafl cosh p =
= 1,116421187.... Daraus folgt schon die im Lemma erklidrte Mono-
tonie von f2(6,7), r € [r§, 7). O

Lemma 6. FEs sei Ra(n,r), r € [r},rn41] die in (15), (16) und (17)
definierte Funktion. Dann ist die Funktion

(35) g2(n,r) =

streng monoton wachsend.
Beweis. Wir zeigen, dafl die Funktion

T e [ 1)
Ra(n,r) no Lo

(36) ~ ha(n,r) = Ra(n,r)

streng monoton abnimmt, d.h., '

(37) hy(n,r) = :—Z(R'Z(n,r)r —Ra(n,r)) <0
gilt.

Im Lemma 5. haben wir bewiesen, dal R4(n,r) < 1 fiir n > 7 ist.
Es gilt auch r < Ra(n,r) und damit hy(n,r) < 0.
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Es sei n = 6. Aus dem Beweis des Lemmas 5. (Teil b,) wissen
wir, dal R5(6, r) streng monoton fallend und R5(6,7) < 1 fiir 7 €]p, 77]
ist. Folglich gilt h4(6,7) < 0, wenn 7 €]p,r7]. Es geniigt also, das
Vorzeichen von h4(6,7), r € [rg, p| zubestimmen. Es sei r € [r§, ra],
wobei cosh g = 1,1 ist. Dann ergibt sich nach einfachen Rechnungen
R4(6,7)r — Ra(6,7) < R5(6,75)r2 — Ra(6,75) < 0.
Die Funktion g2(6,7), r € [r§, r2] ist also streng monoton wachsend. Im
Intervall [rq, p] gilt
5(6,7)r — Ra(6,7) < RL(6,72)p — Ra(6, p) <0,
deshalb nimmt g2(6,7) auch fiir 7 € [rg, p] streng monoton zu. ¢
Im folgenden Lemma brauchen wir die in (22) definierte Funk-
tion fi(n,r), r € [rn,Tn+1] und die Erweiterung der in (28) erklérten
Funktion fy(n,r), wir betrachten ndmlich die Funktion fa(n,r), r €
€ ‘['rn, Tn+1)- Die Definition der Zahl 7} (r% € [rp,Tn+1]) findet man in
(21).
Lemma 7. Es gilt

(38) min (fl(n,r),fz(n, r)) = {

wobei n > 6 ist.
Beweis. Fiir n > 7 und im Intervall [r},r,41] ist die Behauptung
des Lemmas eine einfache Folgerung der Monotonie von f;(n,r) und
fa(n,r) (vgl. Lemma 3. und 5.), weil fi(n,r}) = fa(n,r}) ist.
Aus (18) folgen die Ungleichungen
fi(n,rnt1) > fa(n,Tnia)

filn,r)  fir r€[rn, 7],

fao(n,r)  fir ré€l[rk, rpel,

und
fl(nu"‘n) < f2(n7’rn)a

wobei n > 6 ist. Fiir 7% gilt f1(n,r) = fo(n,rk). Wirde es eine solche
von r¥ verschiedene Zahl r}* €]r,,, 741[ existieren, fir die fi(n,r3*) =
= fa(n,r**) gelte, dann hitten wir auch R1(n,r5*) = Ra(n,r:*). Das
ist aber auf Grund von 3.1.3. nicht moglich. ¢

Nun betrachten wir die Funktionen g;(n,r), 7 € [rn,Tnt1] und
g2(n,7), r € [rp, Tny1] (vgl. (26) und (35)). Darauf bezieht sich
Lemma 8. Es gilt

(39) max (gl(n,T),gz(n,'r)) = {

wo n > 6 ist.
Der Beweis geht ebenso wie der Beweis vom Lemma 7. ¢

gi(n,r)  fir v € lr,,rk],

g2(n,r)  fir r€[ry,raqal,
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Lemma 9. Es seien A und B zwei fize Punkte einer angegebenen
Kreislinie. Es bezeichne C einen beliebigen Punkt eines der durch A
und B bestimmten Kreisbigen. Falls F der Mittelpunkt dieses Bogens
ist und C' sich auf der Kreislinie gegen F' bewegt, dann nimmt £(ACB)
streng monoton ab.
Beweis. Wir bezeichnen die Winkel des Dreiecks ABC mit «, 8 und
v. Wir wissen, dal o + # — v wihrend der Bewegung von C konstant
ist und der Inhalt des Dreiecks ABC wichst. Daraus folgt, dafl o +
+ B + v — 2v konstant ist und « + 8 + v abnimmt, folglich nimmt der
Winkel v = Z(ACB) ab. ¢
3.3. Die folgenden Satze enthalten die Abschétzungen fiir die Enge und
fiir die Dicke in H?2.
Satz 3. Fs seien r € [rp,Tny1[ , 7 # 16 und n > 6. Die Enge einer
beliebigen Packung von offenen Kreisen mit Radius v in der hyperboli-
schen Ebene ist mindestens
(40) min (fl(n, ), f2(n, r))
Die Abschdtzung ist nur im Fall genau, wenn r = r,, n > 7 ist, d.h.,
die Kreismittelpunkte die Ecken eines requldren Dreiecksmosaiks von
‘der Seitenlange 2r,, bilden.
Satz 4. Es seiry € [rn,Tny1[ , 7 # 16 und n > 6. Nehmen wir an,
dafi das Punktsystem ¥ ein <1,1>-System (vgl. 1.2.1. und 1.2.2.) in
der hyperbolischen Ebene bildet, fir die supr = ry gilt. Die Dicke des
Punktsystems ¥ ist hochstens ‘
(41) max (g1(n,71), g2(n, 71)).
Die Abschdatzung ist nur im Fall genau, wenn ry = r, , n > 7 und
damit die Punkte von ¥ die FEcken eines reqularen Dreiecksmosaiks von
der Seitenlange 21, bilden.

Vor der Aussage des Satzes 5. definieren wir eine monotone Funk-
tion. Es sei 7, €]rn, rny1| die Zahl, fiir die
(42) g2(n7fn) = gl(na'rn)
ist. Bs gilt g1(n,7) < 91(n + 1,7n41) = g2(n, 7nt1) (vgl. Lemma 2.).
Wir haben bewiesen, dafi die Funktion gi(n,r), 7 € [r,,7)] streng
monoton fallend und die Funktion ga(n,r), r € [r%, rnt1) streng mono-
ton wachsend ist. Aus den Vorhergehenden folgt, daf es nur eine einzige
Zahl 7, gibt fiir die (42) gilt.

Es sei o _
(43) o) = { g1(n,ry) fir r € [ry, 7nl,

gz(n,r) fur r € ['Fn,Tn+1[,
wobein =17,8,....
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Aus der Definition folgt, da8 die Funktion g(r), r > r7 monoton
wachst.

Es sei eine reelle Zahl rqg mit rg > r; gegeben. Es bezeichne

{3(ro)} die Menge der <1,1>-Punksysteme in der hyperbolischen Ebe-
ne, fiir die 77 < supr < 7o (vgl. 1.2.3.) gilt.
Satz 5. Die Dicke eines Punktsystems von {5(ro)} ist hchstens g(ro).
Die Abschdtzung ist genau, wenn v, < ro < 7p, ist und die Punkte im
Punktsystem die Ecken eines reguldren Dreiecksmosaiks von der Seit-
enlinge 2r, sind.

Den Beweis der Satze 3. und 4. kénnen wir gemeinsam durch-
fiilhren. Schlagen wir ndmlich um die Punkte von ¥ offene Kreise vom
Radius 71, dann erhalten wir eine Packung von kongruenten Kreisen.
Wir konnen annehmen, daf die Packung gesattigt ist, d.h., man keinen
weiteren Kreis vom Mindestradius 7 in den nicht iiberdeckten Teilen der
Ebene einlagern kann. In diesem Fall ist die Enge kleiner als der Radius
der Kreise in der Packung. Folglich geben die Kreismittelpunkte einer
gesittigten Packung von kongruenten Kreisen ein <1,1>-Punktsystem.

Es bezeichne O;,0,,...,0,,... die Mittelpunkte der Kreise der
Packung bzw. die Punkte des Punktsystems 3. Es sei O; ein beliebiger
Punkt. Wir betrachten die zu O; gehorige Dirichlet-Voronoische Zelle
(kurz D-V Zelle), d.h., die Menge der Punkte P, fir die

O,P<O;P j=12,...,n,... jFi
gilt. Aus der Definition der D-V Zelle folgt, dafi die Ecken der D-V
Zellen die Umkreismittelpunkte der L-Vielecke des Punktsystems X
sind.

Mit K1, K, ..., K, bezeichnen wir die Ecken der zu O; gehorigen
D-V Zelle und mit O1, Oa, . .., O die von O; verschiedenen Ecken der L-
Vielecke, die aber die Ecke O; haben. Die L-Vielecke, die keine Dreiecke
sind, werden mit Hilfe von O; ausgehenden Diagonalen in Dreiecke
aufteilen. A

Wir nehmen an, daf8 r € [rp, Ty bzw. 71 € [rn, Ty ist.

1. Es sei £k > n + 1. Es gibt mindestens ein unter den Dreiecken
00,041 (j = 1,...,m und j # i), in dem der Winkel bei O;
hochstens HZ—L ist. Es sei 010;04 dieses Dreieck mit dem Umkreismit-
telpunkt K; (Abb. 6). Mit w bezeichnen wir den Winkel O;0;0;, fiir
den alsow < i—:l gilt. Es bezeichne F' den Mittelpunkt des Kreisbogens
010;0,. Nun bewegen wir O; auf der Kreislinie gegen F. Nach Lemma
9. nimmt der Winkel w ab, d.h., auch im Fall O; = F' die Ungleichung
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w < +1 gilt. Der Winkel w nimmt weiter ab, wenn wir die Punkte 01
und Oz um O; = F bis der Lage 005 = 2r bzw. 0105 = 27r; drehen.
Wéhrend dieser Lagednderung nimmt der Umkreisradius des Dreiecks
O1FOy ab. Dann halten wir O; und O, fix und bewegen den Punkt
O; = F auf der Mittelsenkrechten von 004 derart, dafl O; O abnimmt.
Der Winkel w wachst natirlich und am Ende erreichen wir die Lage,
wobei w = +1 ist. Bs ist klar, da8 der Umkreisradius weiter abnimmt.
Wegen 1 € [y, rpqa] baw. 71 € [ry,, Tnyy[ gilt FO; = FO5 > 2r bzw.
FO{=FOy; > 2r;.

Abb. 6.

Wir haben also bewiesen, dafl der Umkreisradius des L-Dreiecks
01020; mindestens Ry (vgl. 3.1.2.) ist. Dann kann man einen Kreis
vom Radius Ry—r um den Umkreismittelpunkt K; des Dreiecks O;050;
schlagen, der in einem nicht iiberdeckten Teil der Ebene liegt. Aus den
obigen folgt, da8 die Dicke des Punktsystems ¥ hochstens yo (’;L o =
= ga(n,ry) ist.

2. Es sei k < n. Dann gibt es ein L-Dreieck 030;0y4, in dem
w = £(030;04) > 27” ist. Dann kann man ein Dreieck 030;0, kon-
struieren, das von O30;0, enthalten ist und 030; = 0,04 = 27 bzw.
030; = 0;04 = 21, weiterhin £(030;0,) = w. Wegen r € |
gilt 0304 > 27 bzw. 050, > > 2r;. Der Umkreisradius des Dreiecks
030,04 ist kleiner gleich als Ry (vgl. 3.1.). Folglich ist die Enge der
Packung mindenstens R (n r)—r = fi(n,r) bzw. die Dicke des Punkt-
- systems ist hochstens Rty 3 = 91 (n,7r1).

3. Es gilt min(f1(n,7), f2(n,7)) = fi(n,r) fir r € [r,,7%] (Lemma
7.), deshalb ist die Enge einer Packung mindestens fi(n,r). fi(n,r) ist
eine untere Abschitzung fiir die Enge im obigen Intervall, die streng
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monoton wachsend (Lemma 3.) ist. Fiir r; € [rq, 7] gilt max(g1(n,71),
g2(n,71)) = g1(n,r1) (Lemma 8.), d.h., die Dicke hichstens gi(n, 1) in
diesem Intervall ist. gi(n,r1) ist eine streng monoton fallende obere
Abschatzung (Lemma 4.).
, 4. Im Fall r,r; € [r},7n41] kann man mit Anwendung vom
Lemma, 7. bzw. Lemma 8., wie im letzten Fall, beweisen, daf} die Enge

mindestens fa(n,r) bzw. die Dicke héchstens ga(n,r1) ist. Die Mono-
tonie der Abschiatzungen findet man im Lemma 5. bzw. im Lemma 6.

5. Wenn 7 €]y, Tny1] ist, dann sind die Winkel bei den Ecken
B, C’1 bzw. By, Cy im Dreieck Hy bzw. Hy kleiner als 2;“ und grosser
als 2. Folglich kann man kein Mosaik mit H fir r E]rn, X[, mit Ho
fiir r E [rn, Trny1[, weiterhin mit Hy und Hy im Fall r = r;; bilden. Das
bedeutet, daB die obigen Abschitzungen nur fir r =r, n € {7,8,9,...}
genau sind. ¢

Die Behauptung des Satzes 5. ist eine einfache Folgerung der
Monotonie der Funktion g(r) (vgl. (43)). ¢
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