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Abstract: Let F(z) = Ciz + Cox? + ... be a formal power series in x

whose coefficients are independent indeterminates over C. Let FU™l(z), for

m € N be the m-th iterate of F(z) with respect to substitution, and write

FIMlz) = 32 ™ av . The coeffeient L™ of FI™l(#) is a polynomial in
v>1

C1,Cs,...,C, with integer coefficients. Fix m > 2, and denote by Z,,(C})

the (irreducible) m-th cyclotomic polynomial over (. Then it is shown that
the ideal of all polynomials over @@ vanishing on the set of common zeros of

Zm (C1), CLTil"'WQETle (5 > 1) (in a certain affine space C/H#) 1 <

< pu < m, is a prime ideal (Satz 1), and that there exist certain polynomials

Dy, 5,1 (C1) in Cy over Z such that Dy, ; ,(Ch). C£Z]+u
ideal, for 1 < p < m. There are polynomial identities expressing this fact

belongs to this prime

which are described in detail (Satz 2). The situation becomes easier if Cj is
specialized to a primitive root of 1 of order m. Then the above relations are
generalized to the iterates FI"™(x) for m € Z, m < 0. Eventually we obtain
from Satz 2 several types of identities for Bell polynomials. The main tools
are taken from the theory of semicanonical forms of formal series with respect

to conjugation.
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1. Einleitung. Die Hauptergebnisse

Es sei C[[z]] der Ring der formalen Potenzreihen in einer Un-
bestimmten = tiber C,I" die Gruppe der invertierbaren Potenzreihen
F(x) = px + c22® + ..., p # 0, mit der Substitution als Gruppen-
operation. Fur m € N definieren wir die ,naturlichen” Iterierten der
Ordnung m durch Fl(z) = F(a), F™(2) = F™ 1 o F(x) fir m >
> 2. Das Ziel der vorliegenden Note ist der Beweis gewisser algebrai-
scher Relationen (idealtheoretischer Natur) zwischen den Koeffizienten
cgcm] von F™ F™(x) = > A™Mav . Diese werden in Satz 1, Satz 2

v>1
und Satz 3 formuliert. Nimmt man den Multiplikator von p von F als
primitive m-te Einheitswurzel, so lassen sich diese Resultate noch et-
was einfacher formulieren (Satz 4). Ferner werden wir in Satz 5 und

Satz 6 ahnliche Darstellungen fur die Koeffizienten ™ der ganzzahli-

gen lterierten FF~™(x) = c[;m]:z;”, m € N formulieren und schliellich
v>1
andeuten, wie die Hauptergebnisse (Satz 1 und Satz 2) als Identitaten fiir
Bellsche Polynome geschrieben werden konnen, wobei drei verschiedene
Typen solcher Relationen fur Bellsche Polynome auftreten. Der Ver-
fasser hofft, dafl diese Relationen noch nicht bekannt sind. Als Hilfs-
mittel verwenden wir, auf den Spezialfall der Reihen in einer Unbe-
stimmten zugeschnitten, die sogenannten semikanonischen Formen for-
maler Potenzreihentransformationen gegentiber Konjugation (s. [1]) und
das Verhalten dieser Normalformen (eines festen Typs) bei Substitution
(s. [3]). Zur Formulierung der Ergebnisse und auch fiir die Beweise ist
es zweckmafig, die allgemeine formale Potenzreihe F iiber C zu be-
trachten, deren Koeffizienten iiber C von einander unabhangige Unbe-

stimmte C), sind, F(l‘) = > Cya¥ , d.h. also genauer formale Reihen,
v>1
deren Koeflfzienten dem Korper angehoren, der aus C durch Adjunktion
der Unbestimmten C, entsteht. Die Koeflizienten der m-ten Iterierten
von F, Fm(:zj) = > C’,[,m]x”, seien mit CL™ bezeichnet. Fiir das Rech-
v>1

nen mit formalen Reihen verweisen wir den Leser auf [4], ch. 1. Offen-
sichtlich gilt:
Hilfssatz 1. a) clml st ein Polynom C’,[,m](C’l, o, Cy)in Cp, .0, C
wber Z. Speziell gult C%m] =C7".

b) Fir jede Potenzreihe F(x) = px + coa® + ... in C[[z]] und ihre
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m-te Iterierte F™(x) := Y v qilt:
v>1

clml = C’Lm](,o, ClyevyCy),
d.h. cg,m] ergibt sich durch Substitution von p,cq, ..., ¢, fur C1,Cy, ...
., Cy in das Polynom C,[,m].
Es sei nun m > 2. Mit C™J0#) 2 <y < m, j > 1, kurz C,
bezeichnen wir die Menge der Unbestimmten C,Cy, ..., Cjm4p; es sel

ferner C(m’]’u) C(mdsn) \{Cm+1,---,Cjm+1}; d.h. die Menge der
Unbestimmten Cy, 1 < I < jm + p, wobei fiir [ > 1, I # 1 (mod
m). Das Hauptziel der vorliegenden Note ist der Beweis des folgenden
Darstellungssatzes.

Satz 1. a) Es seim >2, 7 > 1,2 <y <m. Dann existieren nichtne-

gatwe Zahlen ag(m, j, 1), ..., aj(m,j, 1) und Polynome qb( i) d

: m,j,p
Qg;S:j.,LO) in U(mwu) ( — also unabhingig von Cpqq,. .. .Cimer — ) tber
Z, sodaf

ag(m, ‘7 m—1)m al(m7j7p')
(Cp=h)™ I (1 g g o)
m (m—=1)jm\ [m] .
S Y ¢ e/ A e A e =
= Z qbgrl;l‘]’,uﬂlj) <C£;n_|]_1> T <C£T£]+l> (Cl)qu I u 7
vi+-tv; >1

wobei Zp(Ch) das m-te (irreduzible) Kreisteilungspolynom ist.
b) In der Relation (1) sind die rationalen Funktionen

<C{n—1>_a0(m7]7u) (1 —I— ClTn _I_ . )_al(m7j7lj‘) L.

- —aj(mJJl) Vi, V5
.<1+C*””+ > L plrts)
durch C’L:?; eindeutig bestimmt (@52 e 0 Z(Cy) - @573’] ,;0))'
c¢) Die Polynome CI)Enlj’u’ Y1) und CI>5n’] M ) enthalten kein Absolut-

glied und keine nur von Ci abhangzgen Terme.

d) In der Relation (1) fur ctml it auf der rechten Seite ctm]

Jm—l-u Jm+1
nur im Monom CI)En’LHO ) Cﬁm]+1 auf, wobes CI>5n’] M 2 # 0 nurvon Cq, ...
., Cm abhangen kann. Ferner konnen die Unbestimmten Cjnqa,. ..

5 Cimtp nur in ®00)

" i vorkommen, sind also stets mit Z,,(C1) mul-
tipliziert.
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[m]

Eng mit Satz 1 hangt zusammen der Satz 2. Wir fassen C [, ...

cee C}%L_l als Polynome in Cmdi) mit 2 < 1 < m auf und bezeichnen

mit Ny, ;.. die Nullstellenmenge etwa in ¢ F# des Gleichungssystems
(itber Q) Zn(Cy) =0, CM —o,... cl™ =0, mit P, ;, das Ideal
in QC"™M] aller auf N, ;, verschwindenden Polynome sowie mit
Pm,ju das von Z,(Cy), 07[7:1—1]—17 - C}%Ll in Q[C{mM)] erzeugte Ideal.
Dann gilt
Satz 2. a) N, ;. ist irreduzibel, also Py, ;. prim, Pm ., = Radikal
(pm,j,u)'

b) Fiir ein Polynom Q(C') in Q[C ™M) gilt: Q(C) liegt in P j.,
genau dann, wenn es Polynome &%) ynd $©--0) jn U(mmu wher
Q, sowie nichtnegative ganze Zahlen ag,aq,...,a; gibt, sodafl

(Cr ™ (14 0p 4oL
(2) <1+Ci;m++0{m—l)]m>aJQ(C):

— Z & (V1rev) <C’,[7T_|]_1> . <C}7;1+1> j n Zm(c,l)(i)(o,...,o)
vi+-tp; >1
qilt.

2. Beweise der Hauptergebnisse. Weitere Relatio-
nen

Zum Beweis der Satze 1 und 2, der im wesentlichen in einem er-
folgt, schicken wir eine Reihe von Hilfssatzen voraus.
Hilfssatz 2. Es sei p eine primitive m-te Einheitswurzel (m > 1) in
C. Es sei F(x) € T, F(x) = px + co2? +.... Dann gilt: Es gibt ein
Tel, T(x) =a+ta?+..., derart, daf N(2) = T~ 1o FoT(a) =
= px + 3 djmy12?™Tt gilt. (N(x) heiBt semikanonische Form oder

1

kurz Normalform beziiglich p).
Beweis. Dies ist ein Spezialfall der allgemeinen Normalformentheorie
formaler Potenzreihenabbildungen (vgl. [1], bzw. speziell [2]) fiir eine
Unbestimmte. Die hier relevanten multiplikativen Relationen sind von
der Form p* = p (k > 2), und dies ist genau dann der Fall, wenn k =
= jm—+ 1. Somit treten in den semikanonischen Formen abgesehen vom
Linearteil nur die ,Zusatzmonome” /™! auf, d.h.
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N(z) =T' o FoT(x) :p:z:—l—Zdjm+1:1;jm+1. O
i>1
Hilfssatz 3. Es set m > 1, und fir k = 1,2,...,r Ni(x) = opx +
+ > d;ﬁg_i_lxjm"'l d.h. jedes Ny habe die Struktur der Normalform be-

i1
ziiglich p = e2™/™ (gemdf Hilfssatz 2). Dann gilt

(Nl O...ONk)(x) =01...0,T + Zﬁbjm-kll'jm—i—l.

>
Ist insbesondere Ni(z) = N(z) = px + Y. djm12?™FL, dann gilt fir
>
die m-te Iterierte N (), N™(x) = p™a+ > d&n:j+1xjm+1, d.h. dEm] =
>

=0 fir | # 1(modm).
Beweis. Dies ist ein Spezialfall des sogenannten Satzes iiber die
,Substitution von Zusatzmonomen in Zusatzmonomen”, vgl. z.B. [3],
p. 51, Hilfssatz 3. Wir benotigen auflerdem noch genauere Kenntnis der
Bauart der im Hilfssatz 1 einfiihrten Polynome C,El](Cl, ..., Cy) tber
7.
Hilfssatz 4. Fur die in Hilfssatz 1 eingefihrten Polynome C,El](Cl, .
oo, Ck) dber Z gilt:

a) = o'+ b eI+ Qua(C
.., Cr—1) mit etnem Polynom Q. wber Z in C1,...,Cr_1 ohne Abso-
lutglied.

b) Speziell haben wir fir l =m (> 1), k=j3m+1

C}TJ—I—I — Clm_l(]_ + Ci]m —+ ... C{m_l)jm)cjm—i—l + Qm,j(ch ceey C]m)v

mat einem Polynom @m,j wber Z ohne Absolutglied.
¢) Fir2 <u<m glt

C[m] = Pm,j,u(clv"'70m)cjm+1+

Jm4-p
F Ry (ChlL S b < g+ p ke # jm + 1)
mat Polynomen tber Z in den angeschriebenen Argumenten, d.h. in
Ry i kommt Cjpyr nicht vor, in Py, ;0 tritt nur Cq,...,Cy, auf.
Beweis. Vollstandige Induktion nach (m, j). O
Grundlegend fiir den Beweis der Formel (1) in Satz 1 ist
Hilfssatz 5. Es sei p eine primitive m-te Einheitswurzel, F(x) = pxr +

+cax? +.... Dann ist entweder F™(z) = x, oder es ewistiert ein r > 1,
sodafp F™(2) = &+ el ormtt it 7 £0, dhe also " =

== c[,,",fﬂ,] = (),c[rn?;g]_i_1 # 0. Mit anderen Worten: Gilt fiir die Reihe
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[m]

F(z) = prtear® .. Zm(p) =0, cil = 0,..cM | =0(r>1),
so qult cgm] =0 fur alle l mit 2 <1 <rm.

Beweis. Nach Hilfssatz 2 gibtesein T € T, T(x) = a+t22%+. .., sodal
N(z):=T 'oFoT(z) = pr+ Y djm+12'™!. Nach Hilfssatz 3 ergibt

Jj21
sich flir die Iterierte N™(z) = o + ) dgn:j+1xjm+l. Wir unterscheiden
Jjz
zwel Falle:
1. dgn:j+1 = 0 fiir alle j > 1, also N™(x) = x. Dann gilt F™(x) =

=71 onoT_l(:L') =z.

2. Es existiert ein r > 1, sodaf dgcn;l_i_l =0fur 1 <k <r, aber

d%j+1 # 0. Nach Hilfssatz 3 gilt dEm] =0firl >11# 1 (modm).

Somit erhalten wir N (z) = « + d[;:;]_i_ll,rm—kl + ...,d[r,%]_i_l # 0. Fur

F™ gilt To N™ oT™! = F™. Da der rm-Jet von N™(z), d[ym]““’”,
v=1

mit x ubereinstimmt, wirkt 7 durch Konjugation auf diesem Abschnitt
als Identitat. Somit hat F*(x) — = eine Ordnung, die nicht kleiner als
rm + 1 ist. Angenommen, diese Ordnung wére v > rm + 1. Das eben
angewendete Argument wiirde dann aber zeigen, dal N (z)—z = T~ 1o
o F™oT(x)— x eine Ordnung hétte, die nicht kleiner ist als 1, was ein
Widerspruch ist. Somit erhalten wir F™(z) = « + c[rn;l_i_lxrm'i'l +...,
mit c[r,%]_i_l # 0, cgm] =0,2 <1 < rm. Ist also Z,,(p) = 0, cgﬂ_l =
=0,... ,cETll)rm_i_l = 0, fiir ein r > 1, dann ist entweder F™(x) = «
oder es existlert ein s > 1 sodaf c&n;]_i_l # 0, cgm] =0fur2 <] < sm.
Dann gilt aber s > r, d.h. es ist cgm] =0fur2<i<rm.

Wir benétigen sodann die ,Entwicklung eines Polynoms P(C) €
e C[C™7:1)] nach den Polynomen 07[721—1]—17 C£nn1]+1, Lot

» ~ grm—+1
Hilfssatz 6. a) Es sei P(C) ein Polynom in C[C(™7")]. Dann gibt es
ganze nichtnegative Zahlen ag,aq,...,a; und Polynome Gvi) i

U(m7j7p'); sodaﬂ
coo <1+Cf”‘+---+(]{m‘”m>

(3) <1+C{m+---+(]{m_1)jm> "P(C) =
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— Z (I)(Vl,...,uj) <C£;n—|]—1>u1 . <C£T£]+1>VJ ‘
V1++VJZO

b) In der Relation (3) sind die Quotienten C| “°(14 C"4.. )7
o (1+C{m+. )T W) fie alle (vy, ..., vj), vk > 0, durch P(C)
eindeutig besttmmt. (Ist P(C') = 0, so nehmen wir ag = --- = a; = 0,
v = 0, fiir alle (v, ..., v;)).

¢) Hat P(C) Koeffizienten in Q bzw. Z, dann trifft dies auch fir
alle 1) 4y,
Beweis. a) Wenn keine der Unbestimmten Cjp41,...,Cpir in P(C)
wirklich auftritt, so ist a9 = -+ = «; = 0, 300 = Pp(C),
S vi) — ( fiir vi + -+ v; > 0 in der gesuchten Entwicklung. Es
trete also eine der Unbestimmten Cp41 (K > 1) in P(C) wirklich auf,

und es sei Cjp,41, diese mit dem héchsten Index. Wir ordnen P(C') nach
rj—1

. Ty
Potenzen von Cj,y1, es sei etwa P(C) = Aj ;. ijn_i_l + IE ANC}m_i_l,
=0

wobel Cjp41 In keinem der Polynome A;; wirklich vor_kommt, rj >
> 1, und A;,, # 0ist. Wir setzen nun, gemaf Hilfssatz 4 b in dieser
Darstellung

1 [m]+1_
Cr (GG e i)

1
und erhalten P(C') als Quotienten eines Polynoms PU in Cy,Cs,. ..
o ,C}nnz]+1, ooy Cjmap (— wobel Cjpqq nicht ‘mehr auftritt — ) und
eines Polynoms der speziellen Form [C{n_l(l—l—Cfm—l—- . -—I—C'fm_l)]m)]aj.
Anlich verfahren wir mit PY) beziiglich der Variablen C(j=1)ym+1 (wenn

ij—l—l =

>@m71(017 .- '7ij)

sie wirklich auftritt) und kommen zu einer Relation
T
Jerr (4 eP s o UTIm ey =
_ j— [m] [m]
= P(] 1) <C \ {ij-|—17 C(j—l)m—l—l} 5 ij+1, C(j—l)m—l—l)

mit einem Polynom PU~Y) in den angeschriebenen Argumenten. Auf
diese Weise erreichen wir eine in a) behauptete Entwicklung, wobei

ag = a1 + -+ ay.
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b) Wir kommen nun zur Untersuchung der Eindeutigkeit der Ent-
wicklung nach 07[7::]—17 e Cﬁm]+1 Essei P(C) e ClCy ..., Cimyp] (m >
>2,72>1,2<p<m)und es gelte

(C{”—1>a1 <1 + O+ C{m—mm) aj

1+t eI P =

=Y et <C[ “ > <C}"n§]+1>”j,
(v1,.05)

sowle

(e (1ot C{m‘”m)ﬁl
Sttt C{m‘l“’”)ﬁj .P(C) =

Z P (Vi) <C[ m > ...<C£z]+1>yj,
(V1yeevj)

wobei ay, (i nicht negative ganze Zahlen und &(1¥i)  glvi-vj)
Polynome in den Cy sind, und k& # 1 (modm) fir k > 1.

Wir benutzen die Abkurzungen
qg(ul,...,uj) _ Qb(yl""’VJ) )
()" a+opr )M <1+C{m+,__>

und

Gwivi) P (v1,evj) |

() arop . <1+C{m+..,>ﬁj
sodaf} also |
pCy= Y g (el ) (et ) =
4 (1)) |
( ) Z \i}(ul,...,uj) <C,[7T_|]_1>V1 <C}Z]+1>VJ
(1))

. . . . v
Ferner verwenden wir die iibliche Anordnung > von Monomen .. x I

bzw. Multiindices (v1,...,v5) = (p1,...,p;), fallsein k, 1 < k < j,
existiert, sodal v; = puj, vj_1,...,Vk41 = fr41, aber v > pp. Wir
ordnen P(C') nach Monomen
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(4') P(C)= Y Puy (Cons)" - (Cjimtr)",
(1)

wobei Py, .. ,; durch P(C') eindeutig bestimmte Polynome in den Cfp,
mit & #Z 1 (modm) fiir & > 1 sind. Es sei zunichst P(C') = 0, d.h.
Py ,...n; = 0 fur alle (py1,...,p;). Dann sind auch alle HlHrrang)
und W#-#) Null. Nehmen wir namlich an, daff etwa (k1K) # 0
sei, und (kq,...,k;) der in der Ordnung héchste Multiindex mit dieser
Eigenschaft. Dann folgte, wie leicht einzusehen ist,

e e e AR

o (1 + Ci]m 4o+ C{m_l)jm)k‘j qg(kl,...,kj) £ 0.
Sodann sei P(C') # 0, und es sei (ky,...,k;) der hochste Multiindex,
fir den Py, . k; # 0. Dann sieht man, mit analogen U'berlegungen,
wie sie zu (5) fithren, daf P, . ., =0, falls (pq,...,p5) = (k1,..., kj);
und daf auch hier fiir (k1K) (5) gilt, und daB Bhrraki) = Plharky)
durch P(C') eindeutig bestimmt ist. Es sei sodann (kf,...,k}) der zu
(k1,....k;) néchst kleinere Multiindex. Eine analoge Rechnung wie
bisher zeigt, dafl

Py €5 (1 i)’

[RREEE)

jm (m—1)jm k3 (k.. k)
"'<1+Cl _|_..._|_C’1 > ¢ 110000 K; ‘|‘R(k' k) =

IREERE!

_ kll Ry 2 m m—1 m- 1’
= (P )T e eI

. ; k; ~ ot ’
B s L T

wobei R(k/17...7k§,), ein durch ¢kr-ki) = kiki) b durch P(C) ein-
deutig festgelegtes Polynom ist. Denn wegen der Bauart der Polynome

ol [m]

femg 1o fm41 10 die Darstellungen (3) nur
Plkrrki) = Pkrreki) ypd kkj) (bzw. \i/(kll""’k;)) einen Beitrag.
Man erkennt also, dafl auch qg(kll""’ké') = ¢k durch P(C) ein-
deutig bestimmt ist, und dafl es sich dabei um rationale Funktionen

handelt, deren Nenner die angegebene Form aufweist. So fortfahrend
beweist man die Behauptung b).

¢) Es habe P(C) Koeffzienten in Q (bzw. Z). Der in a) beschrie-
bene Algorithmus zeigt, dafl es dann eine Relation (2) gibt, in der die
pr¥i) Koeffizienten in Q bzw. Z haben fiir jede mégliche Wahl von

leisten bei Einsetzen der C
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ag, 01, ...,a;, wenn dies fiir P(C') zutrifft.

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir zum Beweis von
Satz 1 und Satz 2. Wir beginnen mit Satz 2 b). Es sei zunéchst
Q(C) € Puju Wir betrachten die Entwicklung von Q(C) nach

07[7:1—1]—17 cees C}%LN gemafl Hilfssatz 6:

(Cr=H* (140 4o e
(e e Qo) =

_ Z qb(m,...,l/j) <C,[7T_|]_1>V1 (C‘Ennﬂi]—l—l)yj + qb(O,...,O)7
vi4-4v; >0

wobei ¢(#1:+1) Polynome nur in Cg mit k# 1 (mod m) fiir k> 1 {iber Q
sind. Da Q(C) auf NV,y, j , verschwindet, so folgt: 00 = auf N, j -
Zu Ny, ., gehort jedenfalls folgende Menge: Wir wahlen Cy = p mit
Zm(p)=0. Sodann werden die ¢ mit k#1 (modm) fiir £>1 in @ be-
liebig spezialisiert und die Groflen cgp,41 aus C,[Cn:j+1(p, €2y e vy Chmt1) =
= 0 rekursiv bestimmt. Denn (nach Hilfssatz 4b)) gilt dann
0= C’,[;Z]_l(,o, €2y Cm) = pm_lmcm+1@m71(,0, €2,...,Cm), da p primi-
tive m-te Einheitswurzel ist, somit

Cm+1 = __me,l(pv €2y ,Cm).
m
Also rekursiv
Ckm+1 = ——P@m,k(/)a C2,... 7ckm)7
m
wenn cjm4+q fur 1 < [ < k schon aus Cl[:z]—i—l = (0 bestimmt sind.
Somit folgt ¢ (p cy,... ek, ¢jmep) = 0 fiir alle Familien ratio-
naler Zahlen (¢a,..., ¢k, ..., Cjmyyu) mit k Z 1 (modm) fir & > 1. Wir
ordnen nun das Polynom ¢(%-9 nach Monomen C’zk2 . C’fgl"_fu“:
kg .
qb(O,...,O) — Z 9(k1,...,kjm+u)(01)02]€2 C]:;Jr:u
(klv"'vkjm-l-u)
Da ¢O 0 (p. ¢y, ... cp,... . Cim+p) =0 flr alle Familien (¢z, ... ,cg, ...
s Cjmtpn), so folgt auch fiir Unbestimmte Cy, ..., Cjmip
0 (p,Coyoo Chyo o, Ciman) = 0, also g, g (p) = 0 fiir
alle (k2,...,kjmtu). Da O, . ;... rationale Koeffizienten hat, so

folgt Z(C1)|0ks,... k; 01, (C1), SOt $0r-:0) :Zm(Cl)-qg(O""’O). Wenn
aber umgekehrt in der Entwicklung von Q(C) &9 durch Z,,(C})
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teilbar ist, so verschwindet wegen (,om_l)ao(l +pm 4 ) (1 +
+ ,ojm +...)% = %aomal'i'""i'aj # 0 Q(C) auf de}uv gehort also zu
Pm7j7u'

Wir beweisen nun Satz 2a). Es seien A(C'), B(C) zwei Polynome
in Q[C1,...,Cjmul, deren Prudukt zu P, ; , gehort. Es sei

(Cr )" A+ O+ )" (A OM L )AC) =
- E e () fell)

vi+-tv;>1
bzw.

(Cr " (+or 4. ) (1+CM 4. )B(C) =

— Z g wsv) <C1[$]_1> o <C}%]+1> 1 p(00)
vi+-tv;>1
die Entwicklung von A(C) bzw. B(C) gemé&f Hilfssatz 6 a). Durch
Multiplizieren der linken Seiten und der rechten Seiten gewinnen wir

die Entwiclung von A(C') - B(C), also
(Cr =T e ) (140 4 )A(C) - B(C) =

_ Vi,...,V5 [m] Vi [m] v IARES]
- Y« ) <0m+1> <ij+1> 4 4(00).
vi+-tv;>1

wobei §(0+:0) = §0:-:0) . J(0,--:0) oilt Da A-B € P jus s0 gilt nach
Satz 2 b): Zm(C1)|9(0""’0) also Zm(Cl)|CI)(O""’O) oder Zm(Cl)|\I/(O""’O),
also nach Satz 2 b) A € Py, ;, oder B € Py, ;,, was zu beweisen
war.

Nun zum Beweis von Satz 1. Aus Hilfssatz 5 schlieflen wir, dafl die

Polynome C}m]

w2 < < my auf Ny ;) verschwinden, also in Py, j

[m]

liegen. Demgeméaf hat nach Satz 2 b) die Entwicklung von C nach

Jm+p
den C,[Cn:j+1, 1 <k <j,die Form (1) die Polynome qbgi;;l;’yj) haben nach

Hilfssatz 6 ¢) ganzzahlige Koeffizienten, und da Z,,(C7) den hochsten
Koeffizienten 1 besitzt, so liegen auch die Koeffizienten von qgg:h;o) in
Z. Satz 1 b) folgt unmittelbar aus Hilfssatz 6 b).

Um Satz 1 ¢) zu beweisen, betrachten wir eine Potenzreihe der

Form F(x) = Cha+ ) ij+1xjm+17 deren Koeffzienten Cy, Chpy1, - -
>

tiber Q unabhéngige Unbestimmte sind wéhrend ¢, = 0fir k > 1,k # 1

(modm). Nach Hilfssatz 3 hat dann F™ («) die Gestalt F™(x) = C{"a+
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+ 3 C}%]+1xjm+l also C%m] =0 fir > 1, [ # 1 (modm) und nach
1

Hilfssatz 4 b) gilt: Clnl | = O (140" 4+ O ™) O +
—I—QmJ(Cl, 0,...,Cm+1,...,0). Die Relationen (1) lauten hier (2 < p <
<H 0= X o OL0, L0 Ch ) el

Vi,.o0yV5
Nehmen wir an, es sei fiir einen Multiindex (kq,...,k;) qbffjj"ﬁ"kj)
(C1,0...,0) # 0, und es sei dies schon der hochste mit dieser Eigen-

schaft. Setzen wir dann die spezialisierten Ausdricke fur C,[Cn:j+1 in

die vorstehende Relation ein, so erhalten wir eine nichttriviale algebrai-
sche Relation fir die Unbestimmten Cy, Cyyq1, ..., Cjm41, da wir einen
hochsten Term = 0, namlich (C{n_l)kl"i""""kj(l +C7M+ ... )kl (1

+ C{m + )k glkLski) (€0, L L 70)0117611—1—1 o C’fil_i_l finden. Das ist
aber unmoglich, somit mufl gbfvjj‘;"p"”j)(cl, 0,...,0) = 0 sein fiir alle Mul-
tiindices (4, ...,7;). Den elementaren Beweis flir Satz 1 d) {iberlassen

wir dem Leser. ¢

Aus Satz 1 lafit sich eine Reihe weiterer Relationen fur die Ko-
effizienten der m-ten Iterierten herleiten, deren Beweis durch einfache
Eliminationen erfolgt. Es gilt etwa (mit den Voraussetzungen und No-
tationen wie bisher)

Satz 3. a) Es gibt fir 2 < X\, p < m, X # u Polynome Agvi)j,&u # 0
i Cq,...,Chrund Polynome Dg}b\'::ﬁ und 15573:]7;\?3 in C1 und Cy, mat
kE#£ 1 (modm) fir k > 1, alle dber Z, sodafl gilt

A(A) C[m] . A(N) -C[m] _

m, gAY gm4A LA jm-i-uy_

O - D (ekh)
it >1

m Vi—1 ~(0,...,0

()T Zm(C) D)

m7j7A7l'L7

= (0,...,0)

= Do jxp ouft .

bedeutet also, daf$ die Differenz auf der linken Seite schon in dem von
Zm(C1) und C'l[:z]_i_l, 2 <1< j—1 erzeugten Ideal liegt.

b) Ist insbesondere j =1, so gilt speziell (2 < pu < m):

aolm, m—1)m a(m,p) m
(cm=1)* “)<1+C;”+---+C{ ”) el

m—p =

= pip(C1,Cay o, Co )OI s W (Chy e Cont ) - Zin(Ch ),

wober Cimir, 2 < k < m, nur in auftreten konnen. Dies

(7)
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wobet Py, Gm,u Polynome iber Z sind und in ¢y Crg1 nicht auftritt.

2. Potenzreihen, deren Multiplikator eine primitive
m-te Einheitswurzel ist

Wir kommen nun zum Spezialfall der Reihen F(x) = px + cox? +
+ ..., deren Multiplikator p eine primitive m-te Einheitswurzel ist. Es
ist wieder zweckméfig, die allgemeine Reihe F(:L') = pr+ Cox? + -+
+Cre® +. .. mit Multiplikator p einzufithren, bei der Cy, Cs, . .. iiber C
unabhéangige Unbestimmte sind. Die Koeffizienten ithrer m-ten Iterierten
FIml(2) sind gegeben durch
Cl™(p, Ca,..,CL) € Z(p) [Cay. ., Ol

[m]

die wir kurz mit C’k bezeichnen. Da Z,,(p) = 0, so ergibt die Rela-
tion (1)

i 0o 1 . im] ml
8)  Cimsa=r"—r D0 ARG (O

vi+-tv;>1
wobei
s (v1,.0v5) 2 (vi,..,v5)
Lo in =@ in (p;Ca.n)
und
(9) Cinir = —Crr + Qu(p. Cas . Cim).

Analog zu den Sétzen 1 und 2 gilt nun (j > 1, 2 <y < m)

Satz 4. a) Das von C"LZ]_U - C’}Zﬁhv in Z(p)|Cq, ..., Cijmy,u] erzeugte

Ideal ist ein Primideal 7577%])#'

b) In Analogie zu (1) gilt (8), wobei $rar-vs) Polynome in den

Mg,
Cr, 2 <k < jm mit Koeffizienten aus Z [,0, %] sind mitk £ 1 (modm).
Somat hangt C£%]+u nicht von Cjimya,...,Cimsp ab. Das Polynom
C£%]+u liegt also vm Ideal 7577%])#'

¢) Die Darstellung (8) von C£%]+u st eindeutig bestimmt.

Den Beweis von Satz 4 kénnen wir kurz fassen, da viele Einzel-
heiten wie beim Beweis von Satz 1 und Satz 2 und sogar technisch
einfacher zu fithren sind. Insbesondere folgt (8) unmittelbar aus (1).
Zum Beweis von Satz 4 a) bendtigen wir Modifikationen von Hilfssatz 6

und Satz 2 b), namlich Hilfssatz 7 und Hilfssatz 8.
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Hilfssatz 7. a) Es ses P(C) ein Polynom C[Cs,...,Cjmyu]. Dann
gibt es Polynome ®W1¥i) 4 Cp, 2 <k < jm +p mit k # 1 (modm)

sodafs 3
P(C)= Y @eewchl <(j[m] > i
mi1) o \CGmyr )

vi+-+v; 20

b) Diese Darstellung (, Entwicklung von P(C) nach (C'Lﬁ]_l), o

‘7(C£ani]+1)77) ist durch P(C') eindeutig bestimmt.

Beweis. Der Beweis ist ahnlich wie der Beweis von Hilfssatz 6, auf

Grund der Formel (9). ¢

Hilfssatz 8. Das Polynom P(C) € Q(p)[C2,...,Cijm+p] liegt genau
~[m]

dann im Ideal Py, j ., wenn in seiner Entwicklung nach C [, ...

Cﬁm]+1 00 gyl

Beweis. Ahnlich wie beim Beweis von Satz 2b) sieht man, dafl P(C) €
€ Pm,jpu die Gleichung 00 = 0 auf der Menge der gemeinsamen

Nullstellen (in C/™*#) von C"LZ]_U ce C'"Enni]_i_l, impliziert. In der Menge
dieser Nullstellen findet man (mittels (9)) eine Teilmenge, bei der die
Koordinaten ¢, fiir v # 1 (modm) (v > 1) beliebig gewahlt werden
koénnen. Somit gilt fiir alle Familien ¢ = (¢,,v > 1,v # 1(modm))
komplexer Zahlen CiD(O""’O)(c) = 0, also $(09 = ( identisch.

Es bleibt jetzt noch Satz 4 a) zu beweisen. Es seien A(C), B(C)
zwei Polynomen in Q(p)(Ca, ..., Cjmy,) deren Produkt in P, j , liegt.
Wir benutzen die Entwicklungen " .

AC)= Y L) (C,[ﬁl) <C}"n1]+1> .
vi+-+v; >0
BOy= S e (el (el )
V1+"'+Vj ZO
Wegen der Eindeutigkeit dieser Entwicklungen hat A(C) - B(C') eine
solche, in der der von den C’,Em]+1 freie Term $©O 9Oy 0:--0) ist. Nach
Hilfssatz 8 gilt 00 L 0.0 — () was fiir ein Polynom iiber
Q( ) $0:0) = oder P00 = O bedeutet; also A € pm]u oder
Be Py, .u- Auch die Relationen (6) und (7) in Satz 3 vereinfachen sich
nun, da die mit Z,,(C7) multiplizierten Ausdriicke verschwinden. Eine
gesonderte Formulierung eruibrigt sich. Wir haben nur den Spezialfall
(2 < p<m) C,[?T_i]_u = Pmtpu(Ca, ..., Chy) - 01[7:1—1]—1 hervor, mit pp,4, €

EZ(,o,m>[Cg,,Cm] <>
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3. Die Koeffizienten der Iterierten mit negativen
Exponenten. Relationen fur Bellsche Polynome

Die in Satz 1 aufgestellten Relationen (1) fir die Koeflizienten der
natiirlichen Iterierten F™ einer formalen Reihe F(x) = px + cox? +
+...,p # 0, lassen sich in etwas modifizierter Form auch fiir die Ko-
effizienten von F~" (n > 1) Gbertragen. (Dabei ist F™" als Element
der Gruppe I' zu verstehen.) Um diese Ubertragung, die auf zwei Arten
moglich ist, durchzufihren, benotigen wir den
Hilfssatz 9. Es se: F(l‘) = Ciz + Cox? 4 ... die allgemeine formale
Reihe iber C. Die inverse Reihe ses F_l(:zj) = Ciox+Cy2%+.... Dann
qilt

i) ¢y =cC;h

(ii) Fiir 1 > 2 sind die Koeffizienten C',. Polynome iiber Z in Cy =
=C7',Cy,....C,, und es gilt genauer
Cr=—-C7" ™0, + 8,(C1,Cy,...,Cry) =

= ;7 "tS,.(Ch, 0., C)
mit Polynomen S,, S, tber Z.

(iii) Fur die Koeffizienten der Inversen F_l(:zj) = ¢ + e’ +
+ ... einer Reihe F(x) = px + e + ... aus T qilt ¢y = p~ 1, ¢, =
= p~ DG (p7 ey e), T > 2

(iv) Im Polynom C, in C1,Cs,...,C, (fir v > 2) gibt es keine
nur von C abhédngigen Terme und kein Absolutglied.

(v) Ist F(x) =px+ >, ca” €' mit ro > 2, so gilt auch

r>rg
F_l(:zj) = ,0_1:1; + Z crx” el

r>rg

(10)

~

Beweis. (i) Aus F~'(z)o F(z) = 2 folgt C, -C, =1, C, = C{', und
fir r > 2

(11) 0=CC,+C,C] +R(Cy,....,Cry,Cy,...,Cry),

mit einem Polynom R, {iber Z. Wir finden z.B. Cy = —01_302, Cy =
= —C'l_4(C'3 — 201_102). Es sei nun r > 2 und (11) schon als richtig
erkannt fiir Cs,...,C,_; . Fiir R, erhalten wir aus F_l(:zj) o F(l‘) =z
und mittels der Induktionsannahme
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r—1
k=2

Jit =7
(12) -
=Y oy IS O, ) Y GGy G
k=2 Jiti=r

In jedem Summanden der k-ten inneren Summe kann der Faktor C4
hochstens (k-1)-mal vorkommen, denn j; = j; = -+ - = jr = 1 impliziert
Cj, ...C;, = CF, was nicht mit 2" multipliziert sein kann. Dabei ist
R, ein Polynom in C’l_l, Cy,...,C,, aus dem sich auflerdem 01_2 her-

ausheben 1a8t. Somit ergibt sich aus (11)

C,=-c;" Ve, —CI"R, =
= ;"o + o7 TIT(C, . Cly) =
= "5S¢, O, C)
mit Polynomen 7, und S, iiber Z.
(iii) ist evident.
(iv) Wir untersuchen nochmals die Darstellung (12) von R,. In
jedem Summanden C, ..., (), mufl wenigstens ein Faktor C; mit ¢ > 1

auftreten, da ja j1 = --- = j; = 1 wegen j1 +---+ jr = k < r nicht sein
kann. Damit aus (11) folgt leicht die Behautung.

(v) Essei F €T, F(x) = pr 4+ Y, c¢y2" mit einem ro > 2. Nach
r>rg

den bisher bewiesenen Aussagen des Hilfssatzes erhalten wir fur 2 <
<r<rg

6 = VT (00, 0),
somit nach (iv) ¢, =0,2 <r <rg. ¢

Es sei nun m > 2. Da F~™ = (F_l)m, so finden wir nach Hilfs-
satz 4 fur

Frmey =Y o™k oo™ =
k>1

Substituieren wir darin (10), C, = —Cl_(r—i_l)Cr—l—Sr(Ul, Cz,....,Cr21),
so finden wir fur £ > 2, m > 2:
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e e L [ s
—I_Qm,k(clv C27 sy Ck—1)7

mit einem Polynom @m,k uber Z.

(13) zeigt, dal die Koeflizienten C’,[C_m] als Polynome in C, Cs, ...

., C) eine Struktur aufweisen, die eng verwandt ist der Struktur der
Polynome C’,[:] in C1,C5,...,C (s. Hilfssatz 4). Aus (13) und daraus,

daf die C,E_m] die Koeffzienten der natturlichen Iterierten (F_l)m sind,
ergibt sich, daf} sich die Beweismethode von Satz 1 und Satz 2 sinngemafl
auf die vorliegende Situation ubertragen laft. Wir erhalten daher

Satz 5. Esseiﬁ’() EC:L' F-m (1) = EC’ lpv wober die C,

(13)

wber C unabhdangige Unbestzmmte sind. Fs sei ] > 1,2<u<m. Dann
qilt:
a) Es gibt nicht negative ganze Zahlen Bo(m, j, 1), ..., 0;(m, 7, 1)

und Polynome A(Vl’ ) und A(O “0) iber Z in Cy und Cy, k £ 1

m,j m,j,u
(modm), 2 <k < jm+ pu, derart daff

—Bo(m . —m m— m 51(”1717#)
C’f (m,j,p) <1 Mo C( 1) > )
—jm —m—1)jm\ B (modm)
. <1 +Cy +---4+C4 > “Ymdp T
Vi,..,Vj —m\"* —m| v ral 0,...,
= Z A( mj,p : <C1[n+1]> "'(C£m+]1) + Zm(Cl)A( ™, Y,
I/1+"'+Vj21

wober die Cy, mit ym+2 < k < ym+p nur in Afn’]l; ) auftreten konnen.

b) In der Darstellung (14) sind die Quotienten C ’]’N)(l +
+ U’ln o )—ﬁ1(m,j7u)(1 + U‘im +...)” 6J(m7]7N)A(V17 Vi) dureh cl-ml

. . . ]m+l’l‘
eindeutig bestimmdt.

¢) Es sei Quju das Ideal aller Polynome in Q[Cy,Ca,...
Cimspul, die auf den gemeinsamen Nullstellen von Z,,(Cy),
C’n:_:; yeees Cj;ﬁ_]l verschwinden. Dann 15t Qp, j , ein Primideal.
Auch die Charakterisierung der Polynome in Q,, ; , mittels einer
Entwicklung nach C’,[?:_ﬁ], NN C};ﬁ]l laBt sich analog zu (2) beweisen.
Die Spezialisierung von €'y auf eine primitive m-te Einheitswurzel fithrt

zu einer Vereinfachung von Satz 5.
Nach (13) existiert eine kleinste nicht negative ganze Zahl §,,4

sodaf} Dgcm] = Cfm+kC,[€_m] (k > 2) ein Polynom in Cy,Cy,...,Ck



20 L. Reich

[m]

uber Z ist. Fur dieses Polynom D} lassen sich Entwicklungen der

Form (1) nach Z,,(C1), C’,[n_ﬁ], . .,C[_m] ableiten. Nach Hilfssatz 5

gm—+1
und Hilfssatz 9, (iv) gilt ndmlich: Gilt Z,,(p) = 0, C’L;ﬁ](,o,c) =0,...

.,C};ﬁ]l (p,c) = 0 fiir die Koeffzienten von F(x) = pa + cqa? + ...,

so auch C%m](,o,c) =0 flir 2 <! < (j+1)m, somit auch C£_m](p_1,c) =
=0 fiir 2 < < (j+ 1)m. Dies bedeutet, zusammen mit (13), daf die

Polynome D[m]—i—u (1 < p < m) im Ideal Py, ; , liegen, und dal daher

Entwiclungen der Form (2) fiir sie gelten. Wir fassen zusammen:
Satz 6. Es mogen die Voraussetzungen und Bezeichnungen von Satz 5
gelten; es seem > 2, 73> 1, 1 <y < m. Dann gibt es nicht negative

ganze Zahlen ~o(m,j,p),...,7v;(m,J, ) und Polynome B! 71]’7H’VJ) nd

B(O’ -O) Giber Z in Cy, Cp mit k 1 (modm), 2 <k < jm+ p, sodaf

LSV EY

. —1)m 71(m7j7p')
C;/O(m7]7y‘) <1 _I_ ClTn _I_ . —I— C{m 1) > .

>w(m7]}u) ol _

M,

_ (v1,vi) [ Al=mI [—m] \ "7 (0,...,0)
= ). B <Cm+1> '--<ij+1> + Za(C)B s
vi+-tv; >1

wobei die C, mit 2 < k < (5 + 1)m nur in Bfn’“; ) auftreten konnen.
(Es sei hervorgehoben, dafl diese Relationen auch fiir den Index jm + 1

interessant sind).

Wir schlieffen mit einem Hinweis auf Identitaten fiir Bellsche Poly-
nome, die aus Relationen (1) folgen. Fiir die Definition und bekannte
Eigenschaften dieser Polynome verweisen wir auf [5], pp. 133-140. Wir
nehmen in (1) m = 2 (— die oy hangen auch von j ab —):

(15) e (1) (14 ) Y, =
- +;V4>1 a1y (€1, Co, G, o, Cog) (O ()7 4

H(1 4+ 0B (C1, O, O, Caja).

Die Darstellung der Koeffzienten der zweiten Iterierten F? durch Bell-
sche Polynome lautet
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(16) C = % > MCAB,A(C1.21Ch,. . (v = A+ 1)ICy_aqa).
1<A<w

Setzt man die Ausdriicke (16) ( — Linearformen in den Bellschen Poly-
nomen — ) in (15) ein, so erhdlt man den ersten Typus von Identitéten,
die wir hier erwahnen. Unter der Substitution €7 — —1 ergeben sich
etwas einfachere Relationen zwischen den Polynomen B, x(—1,us, ...
ey Uy—xg1). Sodann betrachten wir F3(:1;), und beachten, daf} einer-
seits ]3’3(:1;) = F2o F(l‘), andererseits ]3’3(:1;) = Fo ]3’2(:1;) Aus der

ersten Gleichung ergibt sich fiir die Koeffizienten von F?:

1
(17) CBl= = Y MEIC\B,i(C1,2!Ch, ...

1<A<k<n
ceey (n —k + 1)!Cn—k—|—1) . Bk)\(cl, 2!02, ceey (k — A + 1)!Ck_)\+1),
also Bilinearformen in den Bellschen Polynomen. Aus (1) ergibt sich
mit m=3, p=2,3:

Chh,= Y (10,0, 05, G (O
(18) vt 21
(O (O 4 O+ 1)@ (0, Oy, O, Cs, Cs . ).

Setzt man (17) in (18) ein, so ergibt sich ein weiterer Typus von Iden-
titaten fur Bellsche Polynome, die sich vereinfachen, wenn fur C eine
primitive dritte Einheitswurzel substituiert wird.

SchlieBlich verwenden wir F3 = F o F2, und erhalten

1
CPl == 3 KCBux | Y MCABA(CY). ...
(19) " Sk 15

D DR /elv: TR (T I
1<A<n—k+1
wobei also Bellsche Polynome in Bellsche Polynome substituiert werden.
Substituiert man (19) in (18), so erhédlt man einen dritten Typus von
Identitaten fir diese Polynome.
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