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Abstract: A Minkowski (pseudo-Euclidean) plane M? is a real affine plane A2
where the metric is introduced by an absolute {f, F1, F»}, where f is the line
at infinity of A2 C P? and Fy, I, are two real points lying on it.

In this paper a notion of curve circularity is introduced in M2. As a
novelty, the equiform classification of conics is given by synthetic method on
the base of the analytic background. Also, we define various types of inversions
in M2 and investigate some of their properties.

1. Einleitung

Diese Arbeit ist eine Fortsetzung der Abhandlungen [3], [7], [12], in
denen die wichtigste aller ebenen quadratischen Transformationen, die In-
version, in verschiedenen projektiv-metrischen Ebenen studiert wird. Da
die projektive Geometrie erweitert sich zur affinen, diese affin-metrische
Geometrie durch Auszeichnung einer uneigentlichen Absolutgeraden, bzw.
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der Orthogonalitdtsinvolution auf ihr, werden wir in dieser Arbeit die
Minkowskische Geometrie durch projektive Verhéltnisse einfiithren. Die-
ser Zutritt ist in Geometrie von F. Klein nach den Arbeiten von A. Cayley
eingefiihrt.

Eine reelle affine Ebene A2 C P?, welche iiber eine Absolutfigur
Fu = {f, F1, F5} — bestehend aus einer Geraden f als Absolutgeraden
und zwei reelle verschiedene Punkten Fi, Fy, € f als Absolutpunkte —
metrisiert wird, heifit die Minkowskische (pseudo-Euklidische) Ebene M2.
Die Geometrie dieser Ebene wurde auf verschiedene Weise in [1], [6], [9],
[10] gegeben.

1.1. Analytische Hilfsmittel

Unser zukunftiges Ziel ist einige neue Ergebnisse zur ebenen Kurven-
theorie in der Minkowskischen Geometrie vorzustellen. Um dieses Ziel zu
erreichen, werden wir einen Koordinatensymplex einfithren. Wir benut-
zen hauptséchlich die projektive Koordinaten nach dem Vorbild [5].

Sei eine projektive Ebene P? mit einem bestimmten Koordinaten-
symplex A = {(4;), A, (), b} mit normierenden Einheitspunkt A(a) und
Einheitsgeraden b(b) gegeben. Mit Ag(ag), A1(a1), Az(az), a = ag+a; +ay
bezeichnen wir die Basisvektoren des zugehorigen dreidimensionalen re-
ellen Vektorraumes V = V3(R), die die Ecken dem Koordinatensymplex
A darstellen.

Diese Basis bestimmt in einem zu V' dualen Vektorraum ) eine
duale Basis 5°(5°),b'(b'), b2(5°), d.h. die Formen mit a5’ = 6/, b= b+
+ b + 52, wobei 7,7 = 0,1,2 und 5? das Kronecker-Symbol ist. Weiters
bezeichnen wir mit x,y, z, ... die Elementen von V' und nennen ihre Pro-
portionalitétsklassen (z.B. (x) ~ (¢x)) die Punkte. Mit @, T, ... bezeich-
nen wir die Elementen von V und nennen die entsprechenden Klassen
die Geraden. Nullvektor und Nullform sind ausgeschlossen. Der Wert der
linearen Funktional u auf dem Vektor x wird mit xu bezeichnet. Ein
Punkt X (z'a;) ist inzident zu einer Geraden u(b'u;) im Zeichnen X|u,
genau dann, wenn 0 = xu = z'u; nach der Koordinatendarstellungen
mit Einstein—Schouten Indexkonventionen gilt.

Man kann eine Produktoperation (wie das Vektorprodukt), A-Produkt,
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von V auf V, bzw. von V auf V, auf die néchste Weise definieren

Ug = $1y2 - l’2yl,
(1.1) (@)A(Y") == (w;), mit uy = 2%y’ — 20?2
uy = 20y — 21y,

Der bekannte Entwicklungssatz gibt zwei Varianten; fiir jeden X (x),
Y(y) € V(x #y) und jede u(u),v(v) € V.
Hilfssatz 1. Es gelten die Formeln:

1) (xANy) A= (xu)y — (yﬂ)i =

2) (WAD) Ax =T1(xu) —u(xv) := w.’

1.2. Minkowskische Ebene
Die Absolutfigur Fy der Ebene M? wird wie iiblich durch

(1.2) f(fw(l,o,o)T) F1<f1~(0,1,1)>, Fg(fgw(o,—1,1)>

gegeben. Hier T' weist auf die Transponierte (Spaltenmatrix) hin, wie es
fiir Geraden iiblich ist. Die reelle Gerade f wird als die Absolutgerade
und die Punkte Fj, F;, werden als die Absolutpunkte von M? genannt.
Die feste hyperbolische Punktinvolution Zy;, die auf der Absolutgeraden
f mit

(1.3) Tu:xr—y, X(0,2'2%)— Y(0, 2% 2"

gegeben ist, nennen wir Orthogonalititsinvolution der Minkowskischen
Ebene. Die Doppelpunkte dieser Involution sind die Absolutpunkte Fi, F5.

Ein Punkt wird als ein isotroper Punkt genannt, wenn der auf der
Absolutgeraden f liegt, d.h. jeder isotroper Punkt hat die Koordina-
ten J(0, 7', 5%), i, 2 € R. Jede Gerade, welche einen der Absolutpunk-
te enthélt, wird als eine isotrope Gerade bezeichnet und hat die Form
i(u,1,£1)T, u € R. Zwei Geraden heiBen parallel, wenn sie denselben
isotropen Punkt besitzen.

Die Verbindungsgeraden jedes nicht isotropen Punktes X (1, z!, 2?)
bilden mit dem Absolutpunktepaar ein isotropes Geradenpaar {uy,us}.

Zwei nicht isotropen Geraden u(u;), v(v;) heiflen orthogonal, in
Zeichnen ulwv, wenn sie mit dem isotropen Geradenpaar ihres Schnitt-
punktes harmonische Quadrupel bilden, d.h. ulv <= vous — viu; = 0.



92 N. Kovacevi¢ and V. Szirovicza

Alle Automorphien von M?, die die Absolutfigur {f, Fy, Fy} fest-
halten, bilden eine 4-parametrige Gruppe, die allgemeine Minkowskische
(pseudoeuklidische) Ahnlichkeitsgruppe Gy, die die Untergruppe aller pro-
jektiven Transformationen ist. Die zugehorige Geometrie {M?, G} heif3t
die allgemeine Minkowskische Ahnlichkeitsgeometrie, [9]. Sie enthalt die
eigentlichen Minkowskischen Ahnlichkeiten die fiir sich eine Gruppe G
bilden, die geometrisch dadurch gekennzeichnet sind, dafi die Absolut-
punkten Fi, F, einzeln festlassen und darum gleichsinnige (die Orientie-
rung erhaltende) Affinitédten sind.

2. Der Zirkularitiatsgrad einer Kurve

Jede zirkulidre Kurve der euklidischen Ebene E? enthiilt immer das
imaginire Absolutpunktepaar!. Die zirkulire Kurve der isotropen Ebene
enthélt den einzigen absoluten Punkt, [11]. Im pseudoeuklidischen Fall
werden wir die Zirkularitit einer Kurve auf die néchste Weise definieren:

Definition 1. Eine algebraische Kurve n-ter Ordnung heif3t zirkuldr
in der Ebene M?, wenn sie wenigstens einen der Absolutpunkte F, I
enthalt.

Besitzt eine algebraische Kurve n-ter Ordnung X,, in M2 den Ab-
solutpunkt F} als einen r-fachen (r > 0) Schnittpunkt und den Abso-
lutpunkt F5 als einen t-fachen (¢t > 0) Schnittpunkt mit der Absolut-
geraden f (im algebraischen Sinne), so ist IC,, vom Zirkularititsgrad m
bezeichnet, wobei m = r +t ist, d.h. K,, wird als m-zirkuldre Kurve vom
Zirkularitatstyp (r,t) bezeichnet. Die Kurven die keine Absolutpunkte
enthalten, werden als O-zirkulére bezeichnet. Offensichtlich, jede Kurve
n-ter Ordnung ist immer vom Zirkularitatsgrad m < n.

Definition 2. Eine algebraische Kurve C,, n-ter Ordnung heifit voll-
stindig zirkuldr in der Ebene M2, wenn die Absolutpunkte die einzige
Schnittpunkte der Kurve mit der Absolutgeraden f sind.

Also, eine algebraische Kurve n-ter Ordnung ist vollsténdig zirku-
lar, wenn ihr Zirkularitétsgrad maximal ist, d.h. m = n. Fiir n = 1 finden
wir die isotropen Geraden als die einzigen vollsténdig zirkuldren Kurven
1. Ordnung.

!Da einer Kegelschnitt und eine Gerade immer zwei Schnittpunkte (eventuell Dop-
pelpunkt) iiber dem Kérper der komplexen Zahlen C haben, benutzen wir komplexe
Elemente nur als Sprechweise, im algebraischen Sinne.
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Da die Transformationen aus G, die Absolutfigur als ganzes fest-
halten, sind die eingefiihrten Begriffe des Zirkularititsgrades und Zirku-
laritédtstypes einer Kurve G4 invariant.

2.1. Klassifizierung der Kegelschnitte in Minkowski-
ebene

Die Klassifikation der Kurven 2. Ordnung in der pseudoeuklidi-
schen Bewegungsgeometrie, also in M?, wurde bereits von N. Reweryk
[8] durchgefiihrt, wobei ihre Normalformen beschrieben wurden. Reweryk
unterschied 10 Typen der nichtzerfallenden und 12 Typen der zerfallen-
den Kegelschnitte?. Dieses Ergebnis kénnen wir in folgender Tabelle zu-
sammenfassen, wobei die KS-e nach dem Zirkularitdtsgrad und Zirkula-
ritdtstyp auch prasentiert werden. Nach der obenen Definition wird man
leicht ersehen dafl die Kegelschnitte vom 0,1 oder 2 Zirkularitdtsgrad
sein konnen. In letzter Spalte der Tabelle ist die Darstellung der KS-e in
projektiver Sicht gegeben.

Ersichtlich gibt es in M? zwei Typen der vollstindig zirkuliren Ke-
gelschnitte die wir in weiteren spezielle Parabeln vom Zirkularitétstyp
(2,0) und Zykeln vom Zirkularitétstyp (1,1) nennen.

2.2. Aquiforme Klassifizierung der Kegelschnitte
in M?

Als neuere Initiative wollen wir die Kegelschnitte weiters auf dem
Grund der Orthogonalitét Zy, als des wichtigsten Kennzeichens der dqui-
formen Geometrie von M?, klassifizieren. Zunéchst fithren wir die elemen-
tare Kurventheorie auch in der Minkowskiebene analog zur euklidischen
Kurventheorie auf der Grundlage zu einem Kegelschnitt zugeordneten
Polaritét ein.

Gegeben sei ein Kegelschnitt A(a;;) mit der Gleichnug

(2.1) l’iaijl’j =0, a; =ay

2Auch eine Klassifikation gab F. Mészéros in [4] durch Dualisierung der Absolut-
figur zu { f1, fo, F'}.
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Zirk. Grad | Kegellschnitt Zirk. Typ | Typ
£ F F)
0 Ellipse reelle Q
f b F
TN
s N
imaginére S
Hyperbel 1. Art
2. Art
3. Art
Parabel
1 Spezielle Hyperbel 1. Art
(1, 0)
2. Art
2 Spezielle Parabel
(2, 0)
Zykel
(1, 1)

Tabelle 1
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in M2. Damit kann man eine zugehérige involutorische projektive Korre-
lation mit

(22)  ma:V3ald)—mala) =dlg) €V, (g)~ (day)

erklaren, die wir Polaritdt nennen, d.h. fiir jeden Punkt @) schliefen wir
eine Gerade ¢ an, ihre Polare in bezug auf den Kegelschnitt A. Der
Punkt ) wird dann der Pol der Polaren ¢ gennant. Natiirlich gilt es
xy = yz fiir beliebige x,y € V. Ist ein beliebiger Punkt inzident mit
ihrer Polare, liegt er auf dem Kegelschnitt A. Zwei Punkte x(z%), y(y)
sind in bezug auf den Kegelschnitt A(a;;) konjugiert, wenn es z'a;;y’ = 0,
d.h. xm4(y) = xy = 0 gilt.

Weiters, definiert man den, zum Kegelschnitt A(a;;) gehorigen Mit-
telpunkt F(f), als der Pol

(2.3) f(f') = malf)

der Absolutgeraden f(f) bei der zu (2.2) inversen Abbildung (b%) fiir die
a;jb’* = 6F gilt. Die Polaren der isotropen Punkten werden Durchmesser
genannt, d.h. der Mittelpunkt F' des KS-es ist der Geradenscheitel ihren
Durchmessern. Zwei Durchmesser sind konjugiert, wenn sie auf den Pola-
ren der zwei konjugierten isotropen Punkte in bezug auf den Kegelschnitt
A(a;;) liegen. Da das Absolutpunktepaar der Minkowskiebene reell ist,
kann man einige neue Begriffe in M? einfiihren. In dieser Arbeit wer-
den wir die Polare eines Absolutpunktes Fj, f;( ff ), beziiglich gegebenes
Kegelschnittes A(a;;) die Absolutpolare f; nennen und

(2.4) ma(f) = fi, i=1,2

mit Linienkoordinaten fZ] a;i, =: fir bezeichnen.
Jeder nicht zerfallender Kegelschnitt A(a;;) induziert auf der Abso-
lutgeraden f eine, aus konjugierten Punkten gebildete, Punktinvolution

G4,
(25) daix (M(x) A f) = ou(x), VxeV, xf=0

wobei w4 mit (2.2) eindeutig bestimmt ist. Die Doppelpunkte dieser
Punktinvolution sind die isotrope Punkte des KS-es A. Betrachten wir
nur die Kegelschnitte A, deren induzierte Punktinvolution ¢ 4 in Verbin-
dung mit der Orthogonalitétsinvolution Zy (1.3) ist. Stimmen die Dop-
pelpunkte der Punktinvolution ¢4 mit Zy, oder sind sie in Harmonitét,
unterscheiden wir zwei Fille.
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Offensichtlich ist im ersten Fall der gegebene Kegelschnitt A(a;;)
ein Zykel Z, der sogenannte Minkowskischer (pseudoeuklidischer) Kreis,
und ¢4 = Zy. Die Gleichnug des Zykels (aus F, Fy € A)

apor’ 2’ 4+ apxtet — apz?a? + 2a0:2°2 4 2ag02°2? = 0
mit dem Mittelpunkt F'(ago, ao1, ao2) geht durch die Translation (wenn
a1q 7’é 0) in Zykel

(2.6) Z.. . ar's? —r'xt + 222 =0, o€ R\{0}

mit dem Mittelpunkt F'(1,0,0) tber.

Im zweiten Fall bilden die Absolutpunkte F}, F5 mit den Doppel-
punkten der ¢ 4 eine harmonische Quadrupel. Fiir die Doppelverhéltnis
(F, F»,Y, Z) = g% muB man Y = aF1+0F,, Z = vF+6 F; aufschreiben
und I6sen. Von y! = a—f, y?> = a+ B und 2! = v—4, 22 = v+ kommen
die Losungen

!+ 12 yl —y? S 2 L2
o = 5 /6 - - ) Y= ’ 0=-— :
2 2 2 2
Die Harmonitét (F, Fy,Y, Z) = —1 impliziert fiir verschiedene Punkte
. W — gt 22—

Tyl ? Ty
woraus folgt 2(y?2? — y'2!) = 0. Weiterhin, da die Punkte Y, Z ange-
schlossene durch ¢4 sind, bzw. Z = ¢4(Y), bekommen wir, wegen der
Symmetrie, aus
ytany' + 2yt any’ + ylany® =0

die Gleichheit ass = aq;. Daraus lautet die allgemeine Gleichung dieses
Kegelschnittes A(a;;) mit dem Mittelpunkt F'(ago, @10, azo)

aooz’z’ + apxtzt + apxta® + 2a0 22t + 2a002°2% + 2ap02t2? = 0.
Mittels der Translation erreichen wir die Gleichnug dieses KS-es mit dem
Mittelpunkt F'(1,0,0)

(2.7) apor’z’ + apxtzt + ap2a® + a0 2% = 0.

Im allgemeinen, werden wir die zwei Unterfélle unterscheiden; ob
fiir die Koeffizienten der zugehorigen symmetrischen Bilinearform der
induzierten Punktinvolution ¢4 A > 0 oder A < 0 gilt, wobei A =

= (a%1 - a%z)-
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Im ersten Fall handelt sich um eine Hyperbel 2. Art. Die Gleichung
dieser besonderen Hyperbel, wenn a;; = 0, ist mit

(2.8) H... a2z’ +22'22 =0, o€ R\{0}

gegeben.

Im zweiten Fall sind die Absolutpunkte Fi, F5 ein Punktepaar der
elliptischen Involution. Der gegebene Kegelschnitt ist eine Ellipse die
durch Gleichung, wenn a5 = 0,

(2.9) E...ax’2® +a'at + 2% =0, a€R”

gegeben ist.

Wir fassen diese Erzeugungen in der folgenden Definition mit Hilfe
der durch (2.5) und (1.3) bestimmten Punktinvolutionen zusammen:
Definition 3. Ein Kegelschnitt A(a;;) wird als ein gleichseitiger (oder
glecihformiger) Kegelschnitt bezeichnet, wenn die zugehorige Punktin-
volution ¢4 mit der Orthogonalitédtsinvolution Zy; kommutiert, bzw. gilt
es

paoly=TIyoga.

Nach der Def. 3 erkennt man leicht aus obigen Betrachtungen, dafl

es in Minkowskischer Ebene drei Typen von gleichseitigen Kegelschnitten
gibt3; Zykeln, gleichseitige Hyperbeln und gleichseitige Ellipsen. Weiters,
aus (2.4) und (2.7) folgt auch
Satz 2. Die Absolutpolaren der Absolutpunkten zu jedem gleichseitigen
Kegelschnitt sind die isotrope Geraden, und umgekehrt.
Bemerkung 1. Da der Begriff ein gleichseitiger oder ein gleichférmiger
Kegelschnitt auch in der Analogie zur euklidischer Ebene ist, konnen wir
nach [8] in einer metrischen Ebene den Begrift die Achsen eines Kegel-
schnittes in M? einfithren*. Dann bekommen wir auch eine besondere
Eigenschaft den gleichseitigen Kegelschnitten: Die Achsen jeder gleich-
seitigen Ellipsen sind von der gleichen Lénge.

3Einige Beitriige zur ebenen Minkowskischen Geometrie gab auch H. Schaal in [10].
Er beobachtete nur die gleichseitigen Hyperbeln.

4N. Reweryk gab in [8] als die Normalform den Hyperbeln 2. Art nur die Normal-
form den gleichseitigen Hyperbeln.
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3. Inversion in M?

3.1. Projective Punktinversion

Zunachst werden wir die allgemeine Formeln der projektiven Punkt-
inversion bekommen. Das ermdglicht uns, eine metrische Ebene M? in
seiner Einbettungsebene P? kennzuzeichnen und die Formeln in M? her-
zuleiten.

Figur 2

Sei ein nicht entarteter Kegelschnitt A(a;;) und ein Punkt P, d.h.
(3.1) A... 2lax? =0, P(p~pray),

in P? gegeben. Wir definieren eine involutorische Abbildung, wobei die
angeschlossene Punkte konjugiert beziiglich des Grundkegelschnittes A
sind und dabei auf der Geraden eines Geradenbiischels mit dem Scheitel
P liegen. Diese Abbildung wird als allgemeine Inversion genannt, [7].
Jede Gerade des Geradenbiischels (P) ist als Inversionsstrahl bezeichnet.
Der Kegelschnitt A(a;;) und der Geradenscheitel P werden der Grund-
kegelschnitt und der Inversionspol genannt. Die Polare p(p;) von P(p)
wird nach (2.2) (p) ~ (ayp®) und die Geraden durch P(p*) sind u(u,.)
mit p"u, = 0.

Ein beliebiger Punkt X (%) # P(p*) hat seine Polare z(z; ~ a;zz").
Mit der Hilfe (1.1) definieren wir sein Inversionsbild ¥V := X%

(3.2) X(a') = ¥ (5~ (@) A )] A [(nan)]).
Nach Hilfssatz 1 erhalten wir:
X(x) — Y(y ~ [(xAP)AT] ~ [(xT)p — (pT)X]), e Y :=X4

wobel T := m4(x) ist. Durch (2.2) bekommen wir die folgende Formen:

Y’ ~ (2'aya?)p’ — (P apsa®)a®,
(3.3) y' ~ (za2))p' — (prayea®)a’t,

y? ~ (a:iaij:zj)pz - (pram:vs)xQ.
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Aus (3.3) folgt dafl die Inversion eine involutorische biquadratische
Abbildung mit gewissen Ausnahmepunkten ist. Die Polare p triagt eine
von den konjugierten Punkten im Bezug auf Grundkegelschnitt A ge-
bildete Punktinvolution, dessen Doppelpunkte mit P;(p!) und P(p?)
bezeichnet werden, [7].

Die drei Punkte (P, P;, P;) sind die Grundpunkte und ihre Verbin-
dungsgeraden sind die Grundgeraden der Inversion. Die auf ihren Ver-
bindungsgeraden liegenden Punkten sind die einzigen singuléren Punkten
der Inversion.

Aus (3.3) sieht man gleich, daf die Punkte des Grundkegelschnittes
die einzigen festen Punkte der Transformation sind

X(x) € Alaij), 2'ajx? =0+<=Y(y")=X4 ¢ ~a'
Andere bekannten Eigenschaften der Inversion kann man in [2], [7], [12]
finden.

Bemerkung 2 (Euklidische Ebene E?). Man bekommt aus (3.3), fiir
Einheitskreis als Grundkegelschnitt der Inversion mit Zentrum S(0,0) =
= P, die iibliche Gleichungen der euklidischen Kreisinversion.

Man kann aber eine Kreisinversion (Zykelinversion) in E? mit ei-
nem idealen (unendlich fernen) Pol mit interessanten Eigenschaften auch
definieren. Siehe unsere Ellipseninversionen in Abschnitt § 3.5.

3.2. Inversion in der Minkowskiebene

Weiters wird die Formel (3.3) fiir verschiedenen Typen der Inversion
im M? angewandt und die Bedingungen untersucht, um die zirkulire
Kegelschnitte des bestimmten Zirkularitdtsgrades zu erreichen. Dabei ist
die Betonung an die Erzeugung der vollstandig zirkuldren KS-e gegeben,
d.h. spezielle Parabeln und Zykeln.

Definition 4. Eine quadratische Inversion welche die Absolutfigur Fy
von M? als Ganze festhilt, wird als eine M-Inversion der Minkowski-
schen Ebene bezeichnet.

Aus der Tatsache dafl die gleichseitigen Kegelschnitte die einzige
Kegelschnitte sind, derer Konjugiertheit mit der Orthogonalititsinvolu-
tion Zy; in Verbindung ist (Abschnitt § 2.2), folgt das der Grundkegel-
schnitt der Inversion ein gleichseitiger Kegelschnitt sein soll. Es gibt zwei
Moglichkeiten beim Wahl der Lage des Inversionspoles P;
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e Ist der Inversionspol P ein beliebiger isotroper Punkt wird die Ab-
solutgerade f sich selbst als Inversionsstrahl zugeordnet. Es wird
eine M-Inversion.

e Anderseits, kann die Absolutgerade f zum Pol P, der der Mittel-
punkt des Grundkegelschnittes ist, zugeordnet sein. Der entstehen-
de Typ der Inversion ist keine M-Inversion in unserem originalen
Sinne.

Im folgenden werden drei Typen der Inversionen; Zykelinversion, Hyper-
belinversion und Ellipseninversion, untersucht. Da die Parabel kein gleich-
seitiger Grundkegelschnitt ist, wird Parabelinversion nicht betrachtet.

Wie bekannt aus [7] und [2], und es von der Formel (3.3) auch
folgt, entspricht jeder Geraden v(v') ein Kegelschnitt Ky welcher durch
die Grundpunkten P, P;, P, und die Schnittpunkten G, G5 der Geraden
v mit Grundkegelschnitt As, eindeutig bestimmt ist. Enthélt v einen
der Grundpunkte, zerfillt der erzeugte Kegelschnitt in die zwei Geraden,
wobei eine die zugehorige Polare des Grundpunktes ist, und die andere
durch die Schnittpunkte des K9 und v bestimmt ist, d.h. G; A Gs. Ist die
Absolutgerade f eine als Inversionsstrahl zugeordnete Gerade, stimmen
die isotrope Punkte des erzeugten Kegelschnittes mit dem Inversionspol
P und dem Inversionsbild des einzigen isotropen Punktes der Geraden v
tiberein, [7], [2].

3.3. Zykelinversion in M?

Werden die Absolutpunkte durch eine Inversion einzeln fix bleiben,
(F; <= F;,i = 1,2), sollen sie auf dem Grundkegelschnitt A liegen. Des-
wegen soll A ein Zykel sein und man kann nach (2.6) eine Einheitszykel
als Grundkegellschnitt Z mit

(3.4) Z... zyz) = 2"+ 212 — 222 =0

auswahlen. Jedes durch Zykelinversion angeschlossene isotrope Punkte-
paar wird durch die Absolutpunkte harmonisch getrennt. Nach der Wahl
des Poles P, gibt es zwei Typen der Zykelinversion:

Typ 1 — Zykelinversion zum Mittelpunkt. Der Inversionspol P
stimmt mit dem Pol der Absolutgeraden in bezug auf den Grundkegel-
schnitt, d.h. mit dem Mittelpunkt F' des Einheitszykel, iiberein (Fig. 3).
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Figur 3

Aus (2.3) folgen die Koordinaten fiir den Pol P(1,0, 0). Die Inversionsfor-
meln (3.3) gehen fiir den Grundkegelschnitt Z und Pol P in die néchsten
Formen {iberein:

Y~ (x,x) 1 — (—1-2")2° = 2'at — 2?2

(3.5) y' ~ (x,x)0 — (=1-2%2" = 2%,
y* ~ (x,%x)0 — (=1 -2%)2° = 2%2°.
Im affinen Koordinaten bekommt man fiir X (z,y) — Y (Z,y) die Glei-

chungen

x _ y

Y=
T — Yy rT — Yy

wobel x = i—(l) und y = ﬁ—i Die Absolutpunkte F3(0,1,1) und F»(0,—1,1),

die Punkten der Asymptoten des Einheitszykels Z(a;;), stimmen mit der

Grundpunkten P, P, iiberein.

Die Inversion, als eine involutorische Transformation, bildet eine

Gerade

T =

(3.6) v...y v+ ylog + v, =0

mittels (3.5) in den Kegelschnitt (zlz! — 222%)vy + 2%2tv; + 2920, =
=0 (2° # 0) durch den Mittelpunkt P(1,0,0) des Grundzykels Z ab. In
affinen Koordinaten zeigt dieser Kegelschnitt

v\’ ve \? 1
1 2 - _
(ZL’ * 21}0) (y 21)0) N 4UOU0 ('Ul'Ul U2U2)

den Form eines Zykels von M?. Wenn (v;v; — vov5) = 0 gilt, ist v eine
isotrope Gerade.
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Satz 3. Die Zykelinversion zum Mittelpunkt bildet jeden den Pol P nicht
enthaltende Gerade in einen Zykel ab. Die Zykeln durch Inversionspol P
verwandeln sich in die Geraden.

Dieser Typ der Inversion ist ein Minkowskischer Analogon der eukli-

dischen Inversion. Obwohl dieser Inversionstyp keine M-Inversion nach
unserer Def. 4 ist, ist es eine natiirliche Erweiterung der euklidischen
Inversion in Minkowskiebene, [1].
Typ 2 — Zykelinversion zu einem Isotroperpunkt. Der Pol P ist
ein isotroper Punkt. Abhéngig von den harmonischen Lagen der Abso-
lutpunkten Fi, F; und der singuldren Punkten der Transformation (der
Pol P und der Punkt @ := p A f) ist es moglich drei Untertypen zu
unterscheiden.

2.1. Der Pol P ist ein beliebiger isotroper von den Absolutpunkten
verschiedener Punkt. Ob der Grundzykel auf der Polaren p eine hyperbo-
lische oder elliptische Involution induziert, unterscheiden wir zwei Fille;

A, A,

@ (i)
Figur 4
Eine elementare Rechnung bestimmt fiir den Pol P(0, p', p?) und Ein-
heitszykel Z als Grundkegelschnitt die Abbildungsformeln

yO ~ _plel,l +p2l’02§'2,
2,12

(3.7) yt ~ —pt(2%2° + 222?) + pPata?,

2~ —p2 (%20 — 2'at) — plata?,
Die Koordinaten des singuldren Punktes @ sind in diesem Fall Q(0, p?, p*).
Wir konnen sofort fiir einen gewéhlten Position des Poles P die Formeln
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bekommen; z.B. ist der Pol P der Isotroperpunkt der y-Achse, bekom-
men wir aus (3.7) im ersten hyperbolischen Fall (Fig. 4 (i), p* = 0) die
Gleichungen
PN R R -1
X(wy) = Y(@G): F=v j=—
Y

Dabei sind die Grundpunkte P, P, mit Koordinaten (1,1,0) und
(1,—1,0) gegeben.

Im zweiten elliptischen Fall (Fig. 4 (ii), p? = 0) bekommen wir (P
ist der Isotroperpunkt der x-Achse) die Gleichungen

PN - yy+1
X(z,y) = Y(2,9): 2 — U=y

Nach (3.7) kann man leicht die Bedingungen, um die zirkuldre Kegel-
schnitte des bestimmten Zirkularitdtsgrad zu erreichen, untersuchen. Die
Gerade (3.6) geht mittels (3.7) in den Kegelschnitt /Co

pt (vl (2%2° + 222%) + 2! (vez® + Ugfl)'z)) —
—p? <v2(x1:c1 — 2°2%) + 2% (vp2® + le1)> = 0.

Fiir p' = 0 (wenn vgvg — viv; # 0 und vy # 0) bekommen wir eine
Hyperbel die im affinen Koordinaten mit
zx +y <M) =1
U2
gegeben ist. Die erste Ausnahme ergibt sich, wenn v eine isotrope Gerade
ist (Jui| = |va] = 1). Man erhélt dann die Gleichung einer spezieller
Hyperbel 1. oder 2. Art
zx +y(vo £ ) = 1.
Die zweite Ausnahme ergibt sich, wenn v den Punkt (0, 1, 0) enthalten-
de Gerade ist (v = 0) und die beide isotrope Punkte des erzeugten KS-es
stimmen mit dem Inversionspol P iiberein. Der erzeugte Kegelschnitt ist
dann eine Parabel mit der Gleichung

V2
= =(1— .
Y UO( xr)

2.2. Im speziellen Fall kann der isotrope Inversionspol P mit einer
der Absolutpunkte (z.B. P = F(0,1, 1)) tibereinstimmen (Fig. 5). Damit
stimmt seine Polare p mit der Absolutpolaren f; des Grundzykels Z iiber.
Alle Grundpunkte fallen in den Inversionspol P ein.
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Figur 5

Diesmal bekommen wir aus (3.7) fiir den Pol P(0,1,1) die Formeln in
nichthomogenen Koordinaten
AL oA Ty —yy o
X(l’,y)’—)Y(l’,y) rT?=—7"—"""—"—""" Yy =
y—x y—x
Beim diesen Fall bildet sich jede Gerade v nach (3.7) (p' = p* = 1) in
eine spezielle Hyperbel mit der Gleichung
(vexr + v1y)(y — ) +vo(z +y) + v1 + 12 =0

ab. Enthélt die Gerade v den Absolutpunkt Fy (v; = v5), bekommt man
ein Zykel mit der Gleichung

Vo 2 Vo 2
— 1) —(y+=-2L) =2uv.
<l’ 2U1 ) (y 2U1 ) v

Abhéngig von der Lage des Pols P zum Zykel Z kénnen wir zusammen-
fassen:

Satz 4. Gegeben sei eine M-Inversion p{Z, P} in M?; Z sei ein Grund-
zykel und P ein isotroper Inversionspol. Als Inversionsbild jeder beliebi-
gen Geraden entsteht ein Kegelschnitt ICo:

—14+zz—ay

(1) Ist P ein von den Absolutpunkten verschiedener Isotroperpunkt,
wird Ko eine der drei Hyperbelarten oder eine Parabel. Ist die an-
fangliche Gerade isotrop, wird Ko eine der zwei speziellen Hyper-
belarten.

(2) Liegt der Inversionspol P auf dem Grundzykel Z, wird Ko eine der
zwei speziellen Hyperbelarten oder ein Zykel.

Enthdlt die Gerade einen der Grundpunkten, zerfdllt der erzeugte Kegel-
schnitt in zwei Geraden.
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3.4. Hyperbelinversion in M?

Sind die Absolutpunkte des Grundkegelschnittes ein zugeordnetes
Punktepaar einer hyperbolischen Involution, soll der Grundkegelschnitt
(2.7) mit a;; = 0 eine gleichseitige Einheitshyperbel H sein

H... (z,2) = =20+ 2122 = 0.
Nach der Wahl des Pols P entstehen zwei Grundtypen:
Typ 1 — Hyperbelinversion zum Mittelpunkt. Der Inversionspol P
stimmt mit dem Mittelpunkt F' von H iiberein (Fig. 6). Die Grundpunkte
P, P, sind die isotrope Punkte von H.

Das Koordinatensymplex ist gewahlt, dafl die Grundpunkte P;, P, mit
den Simplexecken A, A iibereinstimmen. Dann erhalten wir, fiir den
Inversionspol P(1,0,0) und fiir H, die Formeln des Inversionsbildes Y (y*)

0 ~ 2022,
(3.8) yt ~ a2t
y? ~ 2022,
woraus folgt
1 1
X Y(Z,9): T=—, y=—.
(z,y) = Y(@,y): = AT

Zu einer Geraden v(v;) gehort (vg # 0) der Kegelschnitt

2oz 2? + vt + vex? =0
durch den Uhrsprung. Nach Def. 3 und (2.7) folgt, dafi der erzeugte KS
eine gleichseitige Hyperbel ist.



106 N. Kovacevi¢ and V. Szirovicza

Satz 5. Die Hyperbelinversion zum Mittelpunkt bildet eine Gerade in eine
gleichseitige Hyperbel mit Py, Py als isotropen Punkten des erzeugten KS-
es ab.

Enthdlt die Gerade einen der Grundpunkten, zerfdllt der erzeugte
Kegelschnitt in zwei Geraden.
Typ 2 — Hyperbelinversion zu einem Isotroperpunkt. Wir ha-
ben hier insgesamt fiinf Untertypen abhéngig von Lagen der Punkten
Fl, FQ, P, Q

2.1. Der Inversionspol P(0,p', p?) ist ein beliebiger isotroper, von
den Absolutpunkten verschiedener, Punkt (|p'| # |p?|). Auch hier unter-
scheiden wir zwei Moglichkeiten, abhéngig die auf der Polaren p induzier-
te Involution eliptisch oder hyperbolisch in bezug auf die Grundhyperbel
ist.

@ (i)

Figur 7

Wahlt man eine Einheitshyperbel ‘H als Grundkegelschnitt, nehmen die
homogene Koordinaten des Inversionsbildes Y (y?) (3.3) die Formen

0 ~ —platz? — p?als!
(3.9) '~ =20 4 plata? — pralat,

2~ —p22® + pPrta? — plate?
tiber. Aus (3.9) ist ersichtlich, da8 das Absolutpunktepaar ein zugeord-
netes Punktepaar dieser Inversion ist.

Wenn der Pol P keiner auf der Grundhyperbel H liegender isotroper
Punkt (p'p? # 0) ist, wihlt man fiir p' = 1. Hier kann p? positiv oder
negativ sein.

(i) Ist p* < 0, wird die auf der Polaren p induzierte Involution in
bezug auf die Grundhyperbel H hyperbolisch (Fig. 7 (i)). Fur Y(Z,9)
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entstehen die Gleichungen

1 — zy + pPrx

p* — PPy + yy
y+pie ’

Y+ p’x

(3.10) 7= =

Die Fundamentalpunkte P und P; sind mit (£/(—2p?)~1, £/—2"1p?
gegeben. Andere singuldre Punkte dieser Hyperbelinversion liegen auf der
Geraden p(0,p?, p')T die die Polare des Inversionspols P ist.

(ii) Ist p* > 0, wird die auf Polaren p induzierte Involution in
bezug auf die Grundhyperbel H elliptisch (Fig. 7 (ii)) und gelten dieselbe
Formeln wie bei der Hyperbelinversion zum Isotroperpunkt 2.1 (i).

Das Inversionsbild jeder beliebigen Geraden v ist ein Kegelschnitt
der im allgemeinen Fall der Hyperbelinversion zum Isotroperpunkt mit
der Gleichung

P <v1 (z'2? — 2%2°) — 2% (voz® + U2I2)> +
+p° (’Ug(l’ll'2 — 292%) — 2! (voa® + ’U1ZE1)> =0
gegeben ist.

Fiir p! = 1 bekommt man eine Hyperbel. Thre Gleichung lautet in
affinen Koordinaten

(3.11) (p*r — ) (viz — vay) + vo(p*x + y) + (vi + vop?) = 0.

Die erste Ausnahme ergibt sich, wenn v eine isotrope Gerade ist (man
wihlt |v| = |ve| = 1). Man erhélt dann die Gleichung einer speziellen
Hyperbel

(3.12) prx +yy — zy(1 £ p*) +voy = p*(F1 —vg) — L.

Es ist ersichtlich daf§ das Inversionsbild jeder den F; enthaltenden Ge-
raden eine F, enthaltende spezielle Hyperbel ist. Die zweite Ausnahme
entsteht, wenn man den Punkt Q(0,1,—p?) enthaltende Gerade v(v;)
abbildet (man wihlt v; = wvyp?). Man bekommt die Gleichung einer
Parabel

(3.13) va(p*x — y)? — v (p*x 4+ y) + 2u9p* = 0.

2.2. Im speziellen Fall kann der Pol P(0,p!, p?) mit einem der Ab-
solutpunkte iibereinstimmen (|p!| = |p?|). Damit wird die Polare p eine
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isotrope Gerade (z.B. ist P = Fj, stimmt der Punkt ) mit anderem
Absolutpunkt @) = F5 iiberein).

Man kann zwei Félle unterscheiden, ob der Grundkegelschnitt auf
der Polaren p eine elliptische oder hyperbolische Involution induziert. Im
ersten Fall stimmt der Pol P mit dem Absolutpunkt F5, und im zweiten
mit dem Absolutpunkt F} {iberein.

(i) (ii)
Figur 8

(i) Induziert der Grundkegelschnitt H(h;;) auf der Polaren p eine
hyperbolische Involution (Fig. 8 (i)), folgen aus (3.9) mit P(0,—1,1) =
= F, die Gleichungen des Inversionsbildes Y (7, 9)

l—zy—2zx . —14+zy+yy

3.14 T =
(3.14) o o
Die Fundamentalpunkte P, und P, sind mit (&v/2-1, £v/2) gegeben.

(ii) Ist die induzierte Involution auf der Polaren p elliptisch und ist
der Pol P mit P(0,1,1) = F gegeben (Fig. 8 (ii)), bekommt man fiir die
Koordinaten des Inversionsbildes Y (Z,y) die Formeln

l—azy+zz . 1—-zy+uyy
- yzi.

(3.15) T = ,
Tr+y r+y

Nach der Einordnung der Koordinaten des Pols P(0,1,—1) = F, in
(3.11), ist ersichtlich daB das Inversionsbild jeder beliebigen Geraden
v(v") ein Kegelschnitt, mindestens vom Zirkularitdtsgrad eins, mit der
Gleichung
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V1T — Voyy + xY(v1 — Va) + vo(x —Y) — (v —vy) =0
ist. Diese Gleichung hat die Gestalt der speziellen Hyperbel die durch den
Absolutpunkt F5 lauft.

Um eine vollstindig zirkuldre Kurve zu bekommen, mufl man ei-
ne isotrope Gerade abbilden. Nach kurzer Rechnung bekommt man die
Gleichung einer speziellen Parabel

’Ul(.l’ + y)2 + U(](LU — y) — 21)1 =0
als Inversionsbild einer den ) = F} enthaltenden Geraden v(v;), v1 +ve =
= 0. Die beide isotrope Punkte des erzeugten KS-es stimmen mit dem
Inversionspol P = Fy iiberein (Fig. 9).

Figur 9

2.3. Liegt der Pol P auf dem Grundkegelschnitt H(h;;), stimmen
alle Grundpunkte der Inversion iiberein (Fig 10).

Figur 10

Wenn wir fiir den Pol den Punkt P(0,1,0) nehmen, bekommen wir die
Gleichungen der Inversion durch

O~ —2%22,
(3.16) y' ~ =220  ata?

y? ~ —22a?,
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bzw. .
o~ —~ — Y —~
X(,y)=Y(@y: =7 , U=y

Jede mit v(v) gegebene Gerade bildet in einen durch den Pol P laufenden
KS ab. Aus (3.16) folgt die Gleichung dieses KS-es
VoYY + Voy — v1xy + v =0
die eine Hyperbel ist. Enthélt die Gerade v einen der Absolutpunkten
wird die erzeugte Hyperbel eine spezielle Hyperbel mit der Gleichung
+yy + vy —xy+1=0.

Da das Absolutpunktepaar ein zugeordnetes Punktepaar der Inversion
ist, ist das Inversionsbild einer den F} enthaltenden Geraden ein KS, der
den Absolutpunkt F5 durchlauft.

Wir fassen das im folgenden Satz zusammen:
Satz 6. Gegeben sei eine M-Inversion p{H, P} in M?; H sei eine Grund-
hyperbel und P ein isotroper Inversionspol. Als Inversionsbild jeder be-
liebigen Geraden entsteht ein Kegelschnitt Ko :

(1) Ist P ein von den Absolutpunkten verschiedener Isotroperpunkt,
wird Ko eine der drei Hyperbelarten oder eine Parabel. Ist die an-
fangliche Gerade isotrop, wird Ko eine der zwei speziellen Hyper-
belarten.

(2) Stimmt der Inversionspol P mit einem der Absolutpunkte der Min-
kowskiebene tiberein, wird Ko eine der zwei speziellen Hyperbelar-
ten. Ist die anfingliche Gerade isotrop, wird Ko eine spezielle Pa-
rabel.

(3) Liegt der Inversionspol P auf der Grundhyperbel H, wird KCo eine
der drei Hyperbelarten. Ist die anfingliche Gerade isotrop, wird Ko
eine der zwei speziellen Hyperbelarten.

Enthdlt die Gerade einen der Grundpunkten, zerfdillt der erzeugte Kegel-
schnitt in zwei Geraden.

3.5. Ellipseninversion in M?

Sind die Absolutpunkte F; und F, ein zugeordnetes Punktepaar
der elliptischen Involution, ist der Grundkegelschnitt eine gleichseitige
Ellipse £(a;;) die nach (2.9) mit der Gleichung

(3.17) E... 22202 —222=0
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gegeben ist. Dann sind die Absolutpunkte F; und F5 ein zugeordnetes
Punktepaar der elliptischen Involution, und jedes zugeordnete isotro-
pe Punktepaar liegt innerhalb oder aulerhalb des Absolutpunktepaares.
Nach der Wahl des Poles P unterscheiden wir auch hier zwei Grundtypen.

Typ 1 — FEllipseninversion zum Mittelpunkt.

Da der Mittelpunkt mit P(1,0,0)
gegeben ist, bekommen wir fiir das
Inversionsbild Y (y*) Figur 11

yO ~ .C(lel —|—.’L’2LE‘2,

(3.18) y' ~ 202!,
o~ 2022,
bzw. . y
X(z,y)—Y(@,y): 7= , Y= .
(2,y) (@,9) i T mma

Ahnliche Betrachtungen nach Abschnitt § 3.4 (Typ 1) geben die néchsten
Ergebnisse:

Satz 7. Die Ellipseninversion zum Mittelpunkt bildet eine Gerade in
eine gleichseitige Ellipse ab. Enthdlt die Gerade einen der Grundpunkten,
zerfdllt der erzeugte Kegelschnitt in zwei Geraden.

Typ 2 — Ellipseninversion zu einem Isotroperpunkt. Ist der Pol
P ein isotroper Punkt, entstehen nur zwei Moglichkeiten:

F, P=A, F, Q=A, f

O] (i)

Figur 12
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2.1. Der Pol P ist ein beliebiger isotroper, von den Absolutpunkten
verschiedener Punkt (Fig. 12 (i)). Fir P(0,1,0) bekommen wir

30 ~ 22,

(3.19) yt ~ 2020 — 2?a?
Yy’ ~ala?
1 —
yyj y = y. Die Polare p ist die
x
Gerade z; = 0 und die Grundpunkte Py, P, sind mit (1,0,+1) gegeben.

2.2. Im speziellen Fall kann der Pol P mit einen der Absolutpunk-
ten, z.B. P = Fy, iibereinstimmen (Fig. 12 (ii)). Damit wird seine Polare
p eine den Absolutpunkt F; enthaltende isotrope Gerade.

woraus folgt X (z,y) — Y(Z,y): T =

Y’ ~a®(at +2?),
(3.20) y' ~ 2% — 22 (2! — 2?),
y2NLL’OSL’0—I1( 1 2)7

woraus folgt
I+zy—yy .
ety 0T a+ty
Ahnliche Betrachtungen nach Abschnitt §3.4 (Typ 2) geben die
néchsten Ergebnisse:

~ 1+a2y —zx
T = .

Satz 8. Gegeben sei eine M-Inversion p{E, P} in M?; € sei eine Grun-
dellipse und P ein isotroper Inversionspol. Als Inversionsbild jeder belie-
bigen Geraden entsteht ein Kegelschnitt ICy:

(1) Ist P ein von den Absolutpunkten verschiedener Isotroperpunkt,
wird Ko eine der drei Hyperbelarten oder eine Parabel. Ist die an-
fangliche Gerade isotrop, wird Ko eine der zwei speziellen Hyper-
belarten.

(2) Stimmt der Inversionspol P mit einem der Absolutpunkte der Min-
kowskiebene tiberein, wird Ko eine der zwei speziellen Hyperbelar-
ten. Ist die anfingliche Gerade isotrop, wird Ko eine spezielle Pa-
rabel.

Enthdlt die Gerade einen der Grundpunkten, zerfillt der erzeugte Kegel-
schnitt in zwei Geraden.
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Nach den gegebenen Betrachtungen in dieser Arbeit schliessen wir
mit:
Satz 9. In der Minkowskiecbene M? gibt es drei Grundtypen der M-Inver-
stonen; Zykelinversion, Hyperbelinversion und Ellipseninversion.

Der Inversionspol P soll ein isotroper Punkt sein, und der Grund-
kegelschnitt soll ein gleichseitiger Kegelschnitt sein.

Aus Th. 3.5 und den gegebenen Betrachtungen im Abschnitt § 2
folgt:
Satz 10. Der Zirkularititsgrad einer Kurve ist eine Invariante der M-
Inversion, im Fall der Inversionspol P # F;,i = 1,2.

Der Zirkularititstyp einer Kurve ist eine Invariante der M-Inver-
sion, wenn P # F; i = 1,2 und der Grundkegelschnitt ein Zykel ist.
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