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Abstract: Nearly every computer software uses a normal projection for plot-
ting geometrical objects. Therefore it is impossible to visualize these objects
using skew axonometry. In this paper we present a method to overcome this
drawback.

1. Einleitung

Ein wesentlicher Unterschied zwischen der Darstellung von geomet-
rischen Objekten mittels schiefer und normaler Axonometrie tritt bei der
Abbildung von Kugeln auf. Die eine Kugel beriihrenden Sehstrahlen p
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bilden einen Drehzylinder und dieser wird bei einer allgemeinen schiefen
Projektion von der Bildebene nach einer Ellipse geschnitten; der Kugel-
umriss wird also eine Ellipse sein (vgl. dazu das zweite Bild in Abb. 1
in Abschn. 4). Allerdings wirkt der ellipsenférmige Kugelumriss fiir die
menschliche Betrachtung stérend, und dies ist auch der Grund, warum
man z.B. im Bauwesen normalen Axonometrien den Vorzug gibt (vgl.
[7], p. 24f). Bei dieser Projektionsart trifft p orthogonal zur Bildebene 7
auf, und damit ist der Kugelumriss kreisformig.

Normale Axonometrien besitzen allerdings den Nachteil, dass die
direkte konstruktive Durchfithrung etwas mehr Vorbereitungsarbeiten
benotigt (vgl. z.B. [17], p. 272f]), wihrend man bei schiefen Axonomet-
rien, wenn man sich auf eckige Korper beschrinkt, weitgehend intuitiv
konstruieren kann. Dies ist auch der Grund, warum man sich gerade in
alterer Zeit ausfiihrlich mit der schiefen Axonometrie beschéftigt hat,
wohl auch im Hinblick, die schwierigen metrischen Aufgaben in den Grift
zu bekommen. Dies erforderte allerdings einen erheblichen Konstrukti-
onsaufwand (vgl. [15], p. 191]).

Die Komplexitit dieses Teiles der schiefen Axonometrie war auch
der Grund, dass diese Abbildungsmethode weitgehend in Vergessenheit
geriet; auch die moderene Computersoftware (vgl. z.B. [2], [14], [3]), die
ein rdumliches Konstruieren und Modellieren erlaubt, beschrankt sich
darauf mit normalen Axonometrien zu arbeiten, da diese am Computer
einfacher zu handhaben sind. Eine interessante Ausnahme stellt das Soft-
warepaket Cad3D (siehe [12]) dar, wobei dieses Programm allerdings nur
das Abbilden von Normkorpern erlaubt, wihrend z.B. die Darstellung
von Punkten, Geraden, Ebenen usw. nicht moglich ist.

Natiirlich ist die schiefe Axonometrie, unabhéngig von diesen Ercr-
terungen, als vielfdltiges geometrisches Abbildungsverfahren an sich hoch-
interessant. Es ist zu hoffen, dass die Bereitstellung einer geeigneten, ein-
fach zu handhabenden Methode fiir die Darstellung von geometrischen
Objekten in schiefer Axonometrie zu neuen Untersuchungen Anlass gibt.

Die in Fertigstellung begriffene Dissertation® (siehe [9]) des erstge-
nannten Autors, von der Teile in dieser Arbeit prisentiert werden, soll

!Die Themenstellung und die Betreuung dieser Dissertation erfolgte durch den
drittgenannten Autor, der zweitgenannte Autor hat die Dissertation in wesentlichen
Teilen mitbetreut. Der erstgenannte Autor mochte den beiden anderen Autoren fiir
ihre verschiedenen Tiétigkeiten in diesem Zusammenhang auch an dieser Stelle herzlich
danken.
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diese Liicke schlielen und eine Moglichkeit bereitstellen, Konstruktionen
jeglicher Art auszufiihren und die Resulate in schiefer Axonometrie dar-
zustellen, wobei als Basisprogramm AutoCAD (vgl. [2]) verwendet wird.
Die Behandlung metrischer Fragen erledigt sich dann automatisch mit.
Wihrend viele klassische Konstruktionsmethoden fiir direkte Konstruk-
tionen in schiefer Axonometrie allerdings entsprechend modifiziert wer-
den miissten, worauf der erste Autor schon in [8] hingewiesen hat, kénnen
bei der hier vorgestellten Methode die Konstruktionen parallel in norma-
ler Axonometrie durchgefithrt werden und ggf. nach jedem interessanten
Konstuktionsschritt in schiefer Axonometrie dargestellt werden.

Im folgenden betrachten wir nun im dreidimensionalen euklidischen
Raum E? ein kartesisches Koordinatensystem {U;z,y, 2} mit dem Ko-
ordinatenursprung U und den Koordinatenachsen z, y und z. Auf jeder
Koordinatenachse wird ein Einheitspunkt £, F, bzw. E, markiert, wobei
UE, =UE, = UE, =: e die Einheitsstrecke ist. Wird diese Wiirfelecke
in Richtung p auf eine Bildebene 7 projiziert, wobei p weder zu m noch
zu einer Koordinatenachse parallel ist, so entsteht die axonometrische
Grundfigur {UP; EL, Eb, EP}; sie ist fiir jegliches Konstruieren in schiefer
Axonometrie grundlegend.

Die Strecken UPEP := b, UPEP := eb und UPEP := € sind die
verzerrten Einheitsstecken. Die Verhiltnisse ihrer Lingen zur Einheits-
strecke e heiflen Verzerrungsfaktoren. In der Konstruktionspraxis wird
zur Festlegung der axonometrischen Grundfigur die Achse 2P stets verti-
kal gewéhlt, wiahrend die anderen Achsen durch die Winkel, die sie mit
dieser Achse einschlieflen, festgelegt werden; des weiteren miissen dann
die Strecken €}, e¥, e? bzw. die Verzerrungsfaktoren vorgegeben werden.

Eine andere Methode zur Festlegung der axonometrischen Grundfi-
gur besteht in der Angabe der (ebenen) Koordinaten der Punkte E?, E?
und EP. Die Methode der Festlegung der Koordinaten wird in [9] und
der vorliegenden Arbeit verwendet.

Eine schwierige Frage ist die, ob man die axonometrische Grundfi-
gur beliebig vorgeben darf, wie dies bisher geschehen ist.

Diese Fragestellung beantwortet der beriihmte Satz von K. Pohlke
(1853): Gibt man eine axonometrische Grundfigur {U?; EZ, EP, E?} in der
Bildebene 7 beliebig vor, wobei diese vier Punkte allerdings nicht kolline-
ar sein diirfen, dann gibt es immer eine Wiirfelecke (E,, E,, E,) und eine
Projektionsrichtung p so, dass bei Projektion dieser Wiirfelecke in der
Richtung p genau die axonometrische Grundfigur entsteht. Bei allgemei-
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ner Lage der axonometrischen Grundfigur gibt es sogar zwei reelle Pro-
jektionsrichtungen und zu jeder Projektionsrichtung zwei Wiirfelecken,
d.h. insgesamt vier Losungen fiir die Lage des kartesischen Koordinaten-
systems {U;x,y, z}.

Fiir den Satz von Pohlke wurden sehr viele Beweise gegeben. Einen
geometrisch eleganten Beweis findet man in [17], p. 244f und diesen —
allerdings komplizierten Beweis — werden wir bei den spiteren Uberle-
gungen heranziehen, um ein rechnerisches Verfahren fiir die Computer-
implementation bereitzustellen.

Einen schénen, nicht elementaren Beweis gibt E. Kruppa in [13],
wobei er gezeigt hat, dass es auch zwei konjugiert-komplexe Projekti-
onsrichtungen gibt. Das Pohlke-Problem hat somit fiir die Projektions-
richtung iiber dem Korper der komplexen Zahlen vier Losungen, fiir die
Wiirfelecke acht Losungen. Hat man eine Losung fiir eine Wiirfelecke ge-
funden (samt Projektionsrichtung), dann kann man die Wiirfelecke langs
dieser Projektionsrichtung verschieben und erhélt so eine einparametrige
Schar von gleichwertigen Losungen.

Der Satz von Pohlke ist nicht nur fiir das mafistabtreue Konstruie-
ren und die Behandlung metrischer Aufgaben in schiefer Axonometrie un-
entbehrlich, sondern er ist auch die Grundlage fiir viele theoretische Un-
tersuchungen (vgl. [16], p. 165f), sowie die grundlegenden Abhandlungen
von H. Brauner [5], [6], H. Havlicek [10] H. Stachel [19] und G. Weiss [21]).

2. Der Satz von Pohlke

Der Satz von Pohlke sichert also zu einer axonometrischen Angabe
die Existenz von i.A. zwei reellen Projektionsrichtungen und dazu jeweils
zwei reellen kartesischen Koordinatensystemen. Wir benotigen allerdings
analytische bzw. numerische Ausdriicke fiir diese Grofen.

Fiir unsere Zwecke geniigt die Bestimmung einer Projektionsrich-
tung sowie eines dazugehorigen Koordinatensystems. Das das zweite Sys-
tem aus dem ersten durch eine Spiegelung hervorgeht, ist eines davon ein
Rechtssystem und das andere daher ein Linkssystem. Wir benétigen das
Rechtssystem.

Um nun die analytischen bzw. numerischen Ausdriicke fiir die Re-
sultate aus dem Satz von Pohlke zu erhalten, verwenden wir eine ana-
lytische Adaption der Konstruktion von E. Miiller und E. Kruppa (vgl.
[17], p. 243f). Wir besprechen hier lediglich die fiir uns erforderlichen
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Schritte dieser Konstruktion. Fiir Details, Herleitung bzw. Begriindung
muss auf [17] verwiesen werden. Die von uns angegebene Abfolge von
Berechnungen eignet sich auch gut fiir die Implementation in ein Com-
puterprogramm.

Die Konstruktion basiert auf Ellipsenkonstruktionen, da die Me-
thode auf der Darstellung einer Kugel in schiefer Projektion beruht (vgl.
dazu wieder das zweite Bild in Abb. 1 in Abschn. 4). Es sei auch wieder
auf die Diskussion der schiefen Axonometrie im einleitenden Abschnitt
verwiesen.

Diese Kugel, sie sei mit « bezeichnet, ist die dem Losungsdreibein,
das sich aus dem Satz von Pohlke ergibt, umschriebene Kugel mit Mit-
telpunkt im Ursprung dieses Dreibeins. Zum Zweck der Computerimple-
mentierung wird man etwa folgende Verfahren bereitstellen. Alle beziehen
sich auf Ellipsen mit dem Mittelpunkt im Ursprung.

(a) Ausgehend von einem Paar von konjugierten Halbmessern wird
die Lange der Haupt- und Nebenachse der Ellipse bestimmt, sowie die
Lage der Hauptachse etwa durch Angabe des kleinsten nicht negativen
Winkels ¢ zwischen Hauptachse und x-Achse. Zu diesem Zweck kann
z.B. in einfacher Weise die wohlbekannte Rytz’sche Achsenkonstruktion
analytisch adaptiert werden. Diese Moglichkeit der Berechnung ist in [9]
dargestellt.

Eine andere Moglichkeit fiir diese Berechnung ergibt sich iiber die
Bestimmung der drei Koeffizienten der Gleichung einer Ellipse mit Mit-
telpunkt im Ursprung axz? + 2bxy + cy? = 1, aus einem System von
drei linearen Gleichungen, wobei sich zwei Gleichungen aus den beiden
Endpunkten der konjugierten Halbmesser ergeben. Eine dritte Gleichung
erhélt man z.B. durch Differenzieren der Ellipsengleichung. Den Wert,
der dann auftretenden Ableitung in einem der Endpunkte, erhdlt man
direkt aus der Steigung des anderen Halbmessers. Aus den Koeffizienten
a, b, c lassen sich dann die gesuchten Bestimmungsstiicke Achsléngen und
Winkel ¢ fiir die Ellipse in einfacher Weise wie bei einer Hauptachsen-
transformation ermitteln (siehe z.B. [1]).

(b) Wiederum ausgehend von einem Paar von konjugierten Halb-
messern und einer vorgegebenen Richtung § wird ein weiteres Paar von
konjugierten Halbmessern bestimmt, so, dass einer der neuen Halbmes-
ser in diese Richtung ( weist. Dazu wird man etwa, geméfl der ersten in
(a) erwdhnten Methode, Achsen und ¢ bestimmen, die Ellipse und den
Richtungsvektor zum neuen Halbmesser um —¢ drehen, die neuen Halb-
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messer nun in einfacher Weise bestimmen, und deren Endpunkte um ¢
zuriickdrehen. Dieser Losungsweg wird ebenfalls in [9] beschrieben.

Andererseits kann man natiirlich, wenn man die Gleichung der ge-
drehten Ellipse, wie unter (a) beschrieben, bestimmt hat, auch mit dieser
Ellipsengleichung und der Tangentengleichung in naheliegender Weise di-
rekt operieren.

Fiir die erwidhnte Adaption der Konstruktion von E. Miiller und
E. Kruppa sind die erforderlichen Schritte nun folgende: Wir gehen aus
von einer axonometrischen Angabe {U?; E, EP, E?}. Die Strecken UPEP
und UPEP werden dann als ein Paar von konjugierten Halbmessern ei-
ner Ellipse kP aufgefasst. Diese Ellipse ist das Bild des Kreises k£ mit
Mittelpunkt U durch die Punkte E, und E,.

Im néchsten Schritt werden nun geméf Verfahren (b) die Endpunk-
te P, = (x1,11), Py = (22, ys2) eines Paares von konjugierten Halbmessern
so bestimmt, dass der Halbmesser U? P; in die entgegengesetzte Richtung
weist wie die (gerichtete) Strecke UPEP.

Die Strecke UP P, wird nun zur Strecke UP P verlidngert, wobei die
Langen durch die Beziehung
(1) UPEY + UPP,” = UPPy°
bestimmt sind.

Die Punkte P, und P; sind Endpunkte von konjugierten Halbmes-
sern einer weiteren Ellipse u” mit Mittelpunkt in UP, die sich als der
Umriss der Kugel x erweist. Um dies einzusehen ist eine langere Uberle-
gung erforderlich, fiir die auf [17] verwiesen werden muss.

Geméif dem Verfahren (a) werden nun zu diesen Halbmessern die
Bestimmungsstiicke der Ellipse ermittelt. Die Lénge b der halben Neben-
achse gibt offensichtlich den Radius der Kugel, und damit also auch die
Einheitsstrecke e ab.

Wir erweitern nun das bisher verwendete ebene Koordinatensystem
zu einem dreidimensionalen kartesischen Koordinatensystem {U;z,y, z}
durch Hinzunahme einer z-Koordinaten, wobei U = U? gelten soll.

Sind nun F; und F5 die leicht berechenbaren Brennpunkte der El-
lipse u? , und setzt man Py = (0,0, ¢), so ergeben die Strecken P,F; und
P,F, die Projektionsrichtungen wie mit einfachen Ellipsenbeziehungen
ganz allgemein fiir die Schriagprojektion einer Kugel gezeigt werden kann
(vgl. auch [17]).

Nun sind noch die geméfl dem Satz von Pohlke existierenden Drei-
beine zu bestimmen, deren Bild mit einer der Projektionsrichtungen die
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axonometrische Grundfigur ergibt.

Dazu ist, da hier Projektionsrichtungen vorgegeben sind, eine Vek-
tornotation zweckméflig. Dies vor allem auch in Hinblick auf eine Com-
puterimplementation.

Es bezeichne p eine der beiden Projektionsrichtungen und r, ry, r,
die zu den Punkten E?, EF, E? gehérenden Ortsvektoren. Wir schneiden
nun die Gerade
(2) X =T, + AP
mit der Kugel |x| = e. Aufgrund des Satzes von Pohlke muss es zwei
Schnittpunkte, ggf. auch zusammenfallend in einem Beriithrungspunkt,
geben. Analog verfahrt man mit den beiden anderen Punkten. Die Schnitt
punkte seien durch die Ortsvektoren X1, Xs, y1, Y2, 21, Zo bezeichnet,
wobei korrespondierende Vektoren wie erwiahnt gleich sein kénnen.

Wiederum nach dem Satz von Pohlke muss nun ein Tripel von Vek-
toren x;, y;, Zx; 4,7,k = 1,2 existieren, das ein kartesisches Rechtssystem
bildet. Dies natiirlich auch falls Gleichheiten auftreten. In diesem System
hat man e als Einheitsstrecke; man wird also ggf. fiir weitere Rechnungen
zu den entsprechenden Einheitsvektoren iibergehen.

Ein derartiges Rechtssystem ldsst sich am einfachsten durch eine
systematische Suche finden. Man beginnt mit x; und teste, ob fiir das
Skalarprodukt x;-y; = 0 gilt. Wenn nicht testet man ob x;-ys = 0 gilt
usw. Man findet also eine Kombination ¢, j, k mit x; - y; =0, x; - z;, = 0,
y; -z = 0. Nun ist mit Hilfe des Vektorprodukts x; X y; zu testen, ob
dieses gleich z; ist. Ist dies der Fall, so sind wir fertig, da wir damit das
Rechtssystem zur Projektionsrichtung p gefunden haben. Wenn nicht,
so wird der ndchstmogliche Vektor ausgetauscht. Bei einem Computer-
programm kann das mit drei Schleifen mit jeweils zwei Werten durch-
gefiithrt werden. De facto wird aus maximal acht moglichen Kombinatio-
nen eine geeignete ausgewéhlt.

Auf diese Weise léasst sich eine geeignete numerische Losung fiir die
Pohlkeresultate finden. Das Verfahren ist fiir eine Implementation in ein
Computerprogramm ebenfalls sehr gut geeignet.

3. Schiefe Axonometrie

Fiir die analytische Behandlung unseres Abbildungsverfahrens fiir
die schiefe Axonometrie werden wir im Folgenden drei kartesische Rechts-
systeme verwenden, die alle auf die gleiche Einheitsstecke mit dem nu-
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merischen Wert 1 fiir die konkrete Rechnung bezogen werden sollen und
die den gleichen Ursprung U besitzen sollen.

Das erste wollen wir das Basiskoordinatensystem nennen und dessen
Achsen mit z’,3/, 2/ bezeichnen. In iiblicher Bezeichnung schreiben wir
dafir {U;2',y/, 2'}.

Die z'y/-Ebene dieses Basissystems soll generell und o0.B.d.A. die
Bildebene 7 aus der einleitenden Erkldrung zur schiefen Axonometrie
sein. Damit enthilt die 2%y~Ebene die vorgegebene axonometrische Grund-
figur {U; B2, EP, E?}, wobei wir wieder 0.B.d.A. UP = U vorausgesetzt
haben. Weiters konnen wir voraussetzen, daf§ E? auf der z’-Achse liegt;
diese Voraussetzung ist aber fiir das Weitere nicht wesentlich.

Die analytische Behandlung des Satzes von Pohlke aus dem letzten
Abschnitt liefert uns nun die Koordinaten (z),,y;, 2,) des Pohlkepunktes,
sowie die Linge der Einheitsstrecke e. Es ist also 2, = e. Der Vektor p* =
= (.4, 2,) 5 gibt also die Projektionsrichtung an, wobei der Index B im
Folgenden darauf hinweisen soll, daf sich die Komponenten des Vektors
auf das Basissystem beziehen sollen. Der obere Index T' bezeichnet die
Transposition des Vektors, da wir fiir die im Weiteren mehrfach verwen-
dete Multiplikation von Matrizen mit Vektoren korrekterweise Spalten-
vektoren bendtigen. Die Matrixmultiplikation bewéahrt sich insbesondere
auch bei der Computerimplementation.

Weiters wurde im vorigen Abschnitt ein rdumliches Rechtssystem
aus den i.A. vier reellen Koordinatensystemen bestimmt, das mit der Pro-
jektionsrichtung p* die axonometrische Grundfigur liefert. Die definieren-
den Punkte dieses Systems wurden dort in der Koordinatendarstellung
auf das Basissystem bezogen.

Dieses Koordinatensystem mit den Achsen z,y, z, also {U;z,y, z}
ist unser zweites System. Wir wollen es das Pohlkesystem nennen. Wir
verwenden fiir dieses System die Bezeichnung ohne Strich, da unsere
Endergebnisse in diesem System formuliert werden sollen. Die Koordi-
natendarstellung eines Vektors bezogen auf dieses System erhélt den In-
dex P. Die Finheitsbasisvektoren des Pohlkesystems werden wir im Wei-
teren mit e,, e,, e, bezeichnen.

Das dritte verwendete Rechtssystem {U;z”,y", 2"} wird nun fol-
gendermaflen festgelegt: Die x”-Achse sei durch den Projektionsvektor
p* gegeben. Der dazugehorende Finheitsbasisvektor sei p := p*/|p*|.

Wir schneiden nun die Bildebene 7 mit jener Ebene, die p als Nor-
malvektor besitzt und den gemeinsamen Ursprung U der Koordinaten-
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systeme enthilt. Diese Ebene bezeichnen wir mit €. Die Schnittgerade
der beiden Ebenen 7 und ¢ sei

(3) g: x=Xq,

falls die Ebenen 7 und € nicht identisch sind. Wére dies der Fall, so wére
die Projektion im Satz von Pohlke bereits eine Normalprojektion und
man wiare fertig, wie sich unmittelbar aus dem Folgenden ergibt.

Fiir eine Durchfithrung derartiger Berechnungen mit einem Com-
puter ist die Darstellung von Geraden und Ebenen in Vektorform be-
kanntlich besonders zweckméafig.

Der Richtungsvektor q der Schnittgeraden, der ein Einheitsvektor
sein soll, sei so gewahlt, dafl der resultierende Vektor aus dem folgenden
Vektorprodukt
(4) s:=pxq
aus Normierungsgriinden eine positive z’-Koordinate besitzen soll. Die
Einheitsvektoren p, q, s definieren nun unser drittes kartesisches Rechts-
system. Wir nennen dieses Koordinatensystem das Projektionssystem. Es
ist fiir das Folgende von entscheidender Bedeutung.

Wir benétigen nun die Komponenten dieser Vektoren im Basissys-
tem. Dazu setzen wir p = (,, yp, 2,)5 und erhalten mit
(5) a4 = (=Yp, 7, 0) 5
offensichtlich einen Vektor in der gesuchten Schnittgeraden. Das Vektor-
produkt
(6) S =P XA = (=22, Y2, T, + Y, )5
hat eine positive z-Komponente. Die entsprechenden Einheitsvektoren p,
q, s leisten also das Gewiinschte.

Schlieflich benétigen wir noch die Transformationsmatrizen zwi-
schen unseren Koordinatensystemen. Die Zeilen dieser Matrizen erhélt
man bekanntlich (vgl. z.B. [11]) aus den Zeileneinheitsvektoren des neu-
en Systems im alten System.

Wenn wir im Augenblick die folgenden Bezeichnungen

(7) €, = (mlaylazl)ga €y = (x2>y2722)£7 e, = (.233,3./3,23)£
fiir die Einheitsbasisvektoren des Pohlkesystems verwenden, so ergibt sich
fiir die Transformationsmatrix Mpgp vom Basissystem ins Pohlkesystem

T Y1 oz
(8) Mpp=| @2 Y2 2o
T3 Y3 Zz3

Mit Hilfe dieser Transformationsmatrix erhélt man auch eine Kompo-
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nentendarstellung der Basisvektoren des Projektionssystems im Pohlke-
system. Verfahrt man mit diesen Vektoren in Komponentenschreibweise
analog wie eben, so erhdlt man die Transformationsmatrix Mpg vom
Pohlkesystem ins Projektionssystem. Diese Matrix werden wir ebenfalls
benotigen.

Wir kommen nun zum zentralen Teil unserer Darstellung des schief-
axonometrischen Bildes. Dazu wollen wir die Bilder eines Punktes A,
repréasentiert durch den Ortsvektor a, in den Ebenen 7 und ¢ vergleichen.
Wiéhrend fiir die Abbildung in die Ebenen 7 wie immer die Notation A?
verwendet wird, bezeichnet A" das Bild von A in der Ebene . Diese
Abbildung ist offensichtlich eine Normalprojektion. In Vektornotation
erhélt man in leicht verstédndlicher Bezeichnung
9) a’=(a+A\,p)N7m und a"=(a+pu,p)Ne,
mit geeigneten A\, und pu,. In dieser Form sind die Bildpunkte auch
mit dem Computer iiber lineare Gleichungssysteme besonders einfach
bestimmbar. Wir wollen im Folgenden auch fiir die Ortsvektoren syno-
nym die Bezeichnung Punkt verwenden, wobei kein Mifiverstdndnis zu
befiirchten ist.

Die Ebene 7 lasst sich nun offensichtlich durch eine Drehung um
die Achse g, die durch den Richtungsvektor q bestimmt ist, in die Ebene
7 iiberfithren. Der Drehwinkel « ist gegeben durch die Beziehung cos o =
= z,, wenn z, wieder die z-Komponente von p bedeutet. Die gedrehte
Ebene sei mit 7y bezeichnet, ebenso der gedrehte Punkt mit af. Die
Punkte af) und a™ liegen auf einer Normalen zur Drehachse ¢ und lassen
sich durch eine Streckung ihres Abstandes von der Drehachse ineinander
tiberfithren, wobei der Streckfaktor durch d := 1/ cos «a gegeben ist.

Mit dem Streckfaktor ist das Verhaltnis der Abstédnde des ersten
Punktes zum zweiten gemeint. Entscheidend ist, dass dieser Streckfaktor
offensichtlich unabhéngig von der Lage des Punktes a ist.

Wir konnen nun auch die Streckung eines Vektors a in eine vor-
gegebene Richtung s um den Faktor d definieren. Wenn der Vektor a
nicht zur Richtung s parallel ist, zerlegt man den Vektor a in eine Kom-
ponente in Richtung s und eine dazu senkrechte Komponente. Um den
gestreckten Vektor zu erhalten, wird die Lange der ersten Komponente
mit dem Streckfaktor d multipliziert und zur zweiten addiert. Sind die
Vektoren a und s parallel, wird einfach die Lénge von a mit dem Faktor
d multipliziert.

Nun erhalten wir, da s zur Bildebene € bzw. my parallel ist, durch
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die Normalprojektion in Richtung p auf ¢ des um den Faktor d in die
Richtung s gestreckten Vektors a wiederum den Punkt af.

Die entscheidende Schlufifolgerung lautet daher:

Wenn wir ein (geometrisches) Objekt, also eine Punktmenge O der
Projektion in Richtung p auf die Bildebene m und das um den Faktor d
gestreckte Objekt Oy der Normalprojektion in Richtung p auf die Bilde-
bene ¢ unterziehen, dann sind die Bilder OP und O} kongruent.

Um also das schiefaxonometrische Bild OP eines Objekts O zu er-
halten, ermittelt man nach dem obigen, lediglich eine Normalprojektion
eines geeigneten Ersatzobjektes O,.

4. Die Matrixdarstellung

Die nachfolgende Betrachtung einer Streckung und die Herleitung
einer Streckmatrix gilt unabhéngig von unserer speziellen Problemstel-
lung.

Will man einen Vektor v in eine Richtung s um den Faktor d
strecken, so wird die Komponente von v beziiglich s mit dem Faktor
d multipliziert und mit dieser gestreckten Komponente der gestreckte
Vektor gebildet. Bezeichnet v/ diesen Vektor und verlangt man, dass s
ein Einheitsvektor ist, so ergibt sich mit einem von v abhéngigen ¢ =
= ¢(v) sofort v = v+ csund v'-s =v-s+c=dv-s. Berechnet man
daraus c, so erhélt man
(10) vVi=v+((d=1)v-s)s.

Fiir eine allfdllige Implementation in einem Computerprogramm ist es
zweckméfBig, diese Streckung in Matrixform darzustellen. Die Kompo-
nenten des Einheitsstreckvektors s seien der einfachen Schreibung wegen
durch s = (2,5, 2)? gegeben. Weiters sei h :=d — 1.
Eine Matrix, welche diese Streckung bewirkt, ist gegeben durch

1+ ha®  hay hxz

(11) S = hzy 1+ ha*  hyz
hxz hyz 1+ ha?

Man bestétigt die Richtigkeit dieser Darstellung unmittelbar durch den
Vergleich der rechten Seite von (10) mit einem allgemein angenommenen
Vektor v und Sv aus (11), wobei beide Ausdriicke jeweils in Komponen-
tenschreibung elementar ausgewertet werden.

Falls das abzubildende Objekt in einer Punktdarstellung in der Gra-
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fikstruktur eines Computerprogrammes vorliegt, und diese Punkte durch
ein Programm zugénglich sind, dann lésst sich die Matrix S leicht auf
alle Punkte (ausgefasst als Ortsvektoren) des abzubildenden Objekts an-
wenden. Danach liegt ein gestrecktes Objekt vor.

Das in unserem Fall in die s-Richtung des Projektionssystems ge-
streckte Objekt, ist dann in die Bildebene ¢, also in die y”z"-Ebene des
Projektionssystems, in die z”-Richtung, d.h. in die p-Richtung normal
7ZU projizieren.

Im Zusammenhang mit einer Computerimplementation spricht man
besser von einem Ansichtspunkt (view point) auf der z-Achse oder einer
Ansichtsrichtung (view direction), je nach verwendeter Software. Ein An-
sichtspunkt wire der Pohlkepunkt. Allerdings muf3 bei Verwendung eines
Ansichtspunktes dieser natiirlich zur Erzielung einer Parallelprojektion
ins Unendliche verschoben werden, was praktisch durch Multiplikation
mit einer hinreichend grofien Zahl geschieht.

Wir werden eine Normalprojektion bzw. die Verwendung eines An-
sichtspunktes oder einer Ansichtsrichtung im Folgenden kurz als Abbil-
dung oder Darstellung bezeichnen.

Da das endgiiltige, gestreckte Objekt im Pohlkekoordinatensystem
betrachtet wird, benétigt man ggf. den Zusammenhang zwischen An-
sichtspunkt und Ansichtsrichtung in diesem System. Wenn wir wieder die
Komponenten des Einheitsvektors zum Pohlkepunkt mit p = (x,, yp, 2,) 5
bezeichnen, und wie iiblich ¢ und 6 die Winkel der sphérischen Koordi-
naten im Pohlkesystem sind (6 = 0 soll die z-Achse ergeben), so hat man
bekanntlich
(12) ¢ = arctan(y,/z,) und 6 = arcsin(z,).

Bei der Darstellung eines gestreckten Objekts tritt nun der folgende
Effekt auf, der am Einfachsten mit der Abbildung der Einheitsstrecke
in z-Richtung im Pohlkesystem beschrieben werden kann. Zur weiteren
Beschreibung wird wieder das Projektionssystem verwendet.

Da die endgiiltige Darstellung unseres Objekts im Pohlkesystem er-
folgen soll, wird z.B. bei der finalen Darstellung in einer Computerimple-
mentation, wenn dort keine andere Einstellungen vorgenommen wurden,
die z-Achse des Pohlkessystems vertikal erscheinen.

Das Pohlkesystem dient im Grunde genommen in der abschliessen-
den Darstellung nur zur koordinatenméfligen Beschreibung der Situation.
Die Ausrichtung der z-Achse im Bild ist in unserer Darstellung des schief-
axonometrischen Bildes eigentlich irrelevant. Fiir das endgiiltige Bild ist
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die Lage der gestreckten Einheitsstrecke in 2-Richtung im Bild und damit
die Lage der finalen Abbildung der z-Achse wesentlich. Diese Darstellung
der z-Achse, die im abschliessenden Bild wie gewohnt vertikal erscheinen
sollte, erscheint nun gegeniiber der z-Achse des Pohlkesystems, die wie
erwiahnt vertikal abgebildet wird, gedreht.

Zur Erzielung eines korrekten finalen Bildes mit vertikaler Darstel-
lung des Bildes der z-Achse, muss diese Drehung im Bild durch eine
rdumliche Drehung im Pohlkesystem um die Projektionsrichtung, also
um die 2”-Achse des Projektionssystems, kompensiert werden.

Die Gréfle und Richtung dieses Drehwinkels ergibt sich durch fol-
gende Uberlegung, wobei wie oben Mpg wieder die Matrix bedeuten soll,
die einen Punkt bzw. Vektor vom Pohlkesystem ins Projektionssystem
transformiert. Fiir diese Betrachtung verwenden wir voriibergehend die
Bezeichnung vy = (g, yo, 20)5 und vi = (21,91, 21)% und setzen
(13) vo = Mps-(0,0,1)5 und vy := Mpg-S-(0,0,1)5
fiir die Komponenten des originalen und des gestreckten z-Einheitsvektors
des Pohlkesystems im Projektionssystem.

Da in z”-Richtung in die y”z"”-Ebene des Projektionssystems, also
in die Ebene € projiziert wird, erhélt man die projizierten Vektoren durch
Nullsetzen der ersten Komponente. Der gesuchte Drehwinkel ergibt sich
mit Hilfe des Skalarprodukts dieser projizierten Vektoren. Es sei

(14) w = (073/0720)%: : (an1721)£7

woraus man den Cosinus des eingeschlossenen Winkels v zu
(15) Cosﬁ:w/(KOay0720)SH<an1721)SD
erhélt.

Die Richtung des Drehwinkels erhélt man am einfachsten iiber das
Vorzeichen des Vektorprodukts der letzten beiden Vektoren zu

(16) 0= _Sign((()? Yo, Zo)g X (07 Y1, Zl)jé:) :
Man beachte die Reihenfolge dieser Vektoren und das Vorzeichen fiir die
erforderliche Riickdrehung.

Fiir diese Riickdrehung verwenden wir nun eine Drehmatrix, die
einen Punkt bzw. einen Ortsvektor um einen (orientierten) Winkel um
eine Drehachse — gegeben durch zwei Punkte — dreht. Fiir eine bequeme
Notation setzen wir abkiirzend

(17) c=cos(0y) und s =sin(dy).
Fiir die Festlegung der Drehachse verwenden wir wieder temporér die
Vektoren p = (x,y,z) und u = (0,0,0)” mit Blickrichtung von p nach
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u und dem dadurch gegebenen positiven Drehsinn. Eine derartige Matrix
hat die folgende Gestalt (siche z.B. [11]) wenn noch zusétzlich fiir eine
einfachere Schreibung r = 1 — ¢ gesetzt wird

ra® +c rrYy — Sz rrz 4+ Sy
(18) R=| ryz+sz ry>+c ryz— sz

rzr —sy rzy+sr rz’+c
Wie bereits bei der Streckmatrix angemerkt wurde, kann diese Matrix
direkt angewendet werden, falls das abzubildende Objekt in einer Punkt-
darstellung in der Grafikstruktur vorliegt und diese Punkte (aufgefasst
als Ortsvektoren) direkt durch die Matrix transformierbar sind. Wenn
das nicht der Fall ist, bieten die Computerprogramme natiirlich auch di-
rekte Moglichkeiten zur Drehung von Objekten um den oben berechneten
Winkel 6.

Mit Angabe der Streckmatrix S und der Drehmatrix R ist unsere
Aufgabe vollstindig gelost. Benotigt wird eigentlich nur das Produkt
P = R - S dieser beiden Matrizen, falls es mit dem Programm moglich
ist direkt Punkttransformationen durchzufithren. Man vgl. dazu auch die
Schlufbemerkungen im letzten Abschnitt.

In der nachfolgenden Abb. 1 ist diese Situation fiir einen geldufi-
gen Schrégrifl eines Wiirfels anschaulich dargestellt. Die linke Abbildung
zeigt den endgiiltigen Schrégrifl des Wiirfels, ermittelt nach der eben
dargestellten Methode, also das Bild des gestreckten Wiirfels sowie den
unverzerrten Wiirfel, beides in der gleichen Normalprojektion. Die zweite
Abbildung zeigt wieder den Schrigrifi des Wiirfels zusammen mit dem
Schrigril der dem Wiirfel umschriebenen Kugel. Das Bild, gezeichnet
mit Mathematica zeigt unverdeckt die Isolinien der Kugel, wodurch man

die Beriihrpunkte der Wiirfelecken gut erkennen kann.
Wir kénnen unsere Ergebnisse in einem abschlielenden Satz zu-

sammenfassen, der in gewisser Weise eine Umformulierung des Satzes
von Pohlke darstellt.
Satz. Zu jeder azonometrischen Angabe, wie in der FEinleitung angege-
ben, existiert eine lineare Transformation P und eine Einheitsstrecke e
sowie eine Projektionsrichtung p, sodass nach Anwendung der Trans-
formation P auf die Einheitspunkte beziiglich e und den Ursprung die
Normalprojektion in Richtung p ein Bild liefert, das kongruent zu den
entsprechenden Punkten der axonometrischen Angabe ist.

Ohne die explizite Bestimmung von P, p und e ergibt sich die
Richtigkeit dieses Satzes eigentlich unmittelbar aus den einfithrenden Be-
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Abbildung 1. Schriagprojektion

trachtungen vor der konkreten Ermittlung dieser Grofen.

5. Schlussbemerkungen

Abschliessend bringen wir noch zwei Bilder (vgl. Abb. 2) einer
spiralformigen Rohrfliche. Beide Bilder sind eine Normalprojektion mit
Blickrichtung p geméf einer axonometrischen Angabe, die den erldutern-
den Abbildungen in [17] entspricht. Die erste Abbildung ist das Bild des
Originalobjekts, wiahrend die zweite Abbildung das mit Hilfe der Trans-
formation P = R - S gestreckte und gedrehte Objekt darstellt, also die
Abbildung des Objekts in schiefer Axonometrie geméfl der erwéhnten
axonometrischen Angabe liefert.

Bei den mit Mathematica erstellten Abbildungen der Flachen mit
I[solinien erkennt man gut, dass u.a. Lagebeziehungen wie z.B. Verdeckun-
gen und die entsprechenden Resultate von Computeralgorithmen bei die-
sem Verfahren erhalten bleiben. In der praktischen Anwendung kann also
wie gewohnt im normalaxonometrischen Bild mit dem Originalobjekt ge-
arbeitet (konstruiert) werden. Auf , Knopfdruck“ erhélt man dann das je-
weilige Resultat in einer (oder mehreren) schiefaxonometrischen Darstel-
lungen ggf. nebeneinander préasentiert mit dem normalaxonometrischen
Bild fiir die Bearbeitung. Eine Modifikation der schiefaxonometrischen
Abbildung durch den Benutzer verbietet sich natiirlich von selbst.

Wie mehrfach erwdahnt, eignet sich die Matrixdarstellung beson-
ders, wenn eine direkte Punkttransformation mit vertretbarem Aufwand
bei der vorhandenen Software durchgefiihrt werden kann. Ist dies nicht
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Abbildung 2. Urspriingliches und gestrecktes Objekt

moglich, so bietet natiirlich jede geometrisch orientierte 3D-Software die
Moglichkeit einer Drehung um eine beliebige Raumachse, u.U. nach Durch-
fiihrung einer geeigneten Koordinatentransformation.

Die erste Aufgabe, die Streckung von geometrischen Objekten in
eine beliebige Raumrichtung, kann gewisse Probleme mit sich bringen,
wenn eine derartige Moglichkeit (also eine nichtisotrope Streckung) fiir
einzelne Objekte nicht vorgesehen ist. Dies trifft z.B. auf das bekann-
te Softwarepaket AutoCAD (vgl. [2]) zu. Die unmittelbare Anwendung
der Streckmatrix ist dort zumindest bei sog. Solids wegen deren kompli-
zierten Datenstruktur nur mit Schwierigkeiten bzw. mit umfangreicher
Zusatzsoftware moglich. Eine nichtisotrope Streckung ist mit Hilfe einer
sog. Blockbildung, bei der ein oder mehrere Objekte zu einem Ganzen zu-
sammengefasst werden, zumindest in Koordinatenrichtung moglich. Mit
geeigneten Koordinatentransformationen bzw. Drehungen lafit sich die
Streckungsaufgabe 16sen, wie dies in [9] ausfiihrlich dargestellt wird.
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