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Abstract: In this paper we study the varlatlon of the 1sotrop1c distance and’
angle under translations and rotations.

Einleitung

Die Distanz zwischen den Punkten X = (zl, y1) und Y = (z2,y2)
in der 1sotropen Ebene I :=P3(R) \ f mrd definiert mit .
d[ If) X If) — R

L(X.Y) = d(X,Y) =z9 —zq, fur XY nicht isotrope Gefade ;
1(XY) = s(X,Y)=y2 —y1, fiir XY isotrope Gerade,
wobei d der‘isotroype Abstand i (isoytropew Léin':ge) der nicht parallelen
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Punkte X,Y und s die Spanne der parallelen Punkte X,Y ist. Das
Verhéltnis zwischen der euklidischen und der isotropen Distanz ist

A V1+m? |d(X,Y)|, fir XY nicht isotrope Gerade
o(x,¥) = { e
V1+m=2 |s(X,Y)|, fiir XY isotrope Gerade.

Sind g¢1(u1,v1) ...y = w1z + v1 und ga(ug,v2) ...y = UsZ + V2 zZwel
nicht isotrope Geraden der isotropen Ebene, so heisst der Ausdruck
wr(g1,92) == £(g1,92) = uz — uy ihr isotroper Winkel. Er wird auch
karakterisiert mit: ¢ ist die isotrope Spanne s(S1,S3) jener beiden
Punkte S; € g1 und Sy € go, die vom Schnittpunkt S der beiden Gera-
den den isotropen Abstand d(S, S1)=d(S, S2)=1 haben. In der ebenen
isotropen Bewegungsgeometrie (I3, £3) ist die 3—ghedr1ge Untergruppe
L3 C G5 die Gruppe der Gestalt

{m:a+z

g=b+tcx+y
welche isotrop léngentreu, spannentreu und winkeltreu ist. Die folgende
Arbeit ist der Untersuchung der Anderung der isotropen Distanz und

des isotropen Winkels nach Anwendung einer euklidischen Schiebung
oder Drehung gewidmet.

, a,bceR,

Die Anderung der isotropen Distanz nach Anwen-
dung Euklidischer Schiebung und Drehung

SATZ 1. In der ebenen isotropen Bewegungsgeometrie (Is, L3) sind
die euklidischen Schiebungen ldngentreu und spannentreu.

Beweis. Wenden wir auf die Punkte X = (z1,91) und Y = (z2,y2)
die euklidische Schiebung

r=ZT+a T=r—a
oder
{ y=y-+b>b { y=y—b

an, dann sind X = (z1—a,y;1—b) und Y = (z3—a,y2—b) die Bildpunkte.
Fall 1. Sind die Punkte X und Y auf einer gemeinsamen nicht isotropen
Gerade, soist d;(X,Y) = d(X,Y) = z3—z,. Nach der Schiebung erhélt
man d;(X,Y) =d(X,Y)=(z3—a)— (z1—a) =23 —z1 = d(X,Y) =
= dr(X,Y). ,
Fall 2. Seien X und Y Punkte auf einer gemeinsamen isotropen Ge-
raden, so ist d;(X,Y) = s(X,Y) = y2 — y1, daher auch d;(X,Y) =
=5(X,Y)=(y2—0b) — (y1—b) =y2 —y1 = s(X,Y) = d;(X,Y). Also
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ist die euklidische Schiebung in der isotropen Ebene isotrop distanztreu,
d.h. lingentreu und spannentreu. ¢ ;

Nun untersuchen wir, wie sich die isotrope Distanz einer Strecke
[XY] nach Anwendung einer euklidischen Drehung mit einem euklidi-
schen Winkel 8 (0 < 0 < 27) dndert.

SATZ 2. Sei d;(X,Y) = | die isotrope Distanz zwischen der ver-
schiedenen Punkten X und Y. Nach Anwendung einer euklidischen
Drehung mit einem euklidischen Winkel 05 (0 < 0 < 2m) in der posi-
tiven. Richtung ist die isotrope Distanz der Bildstrecke

4(X,7) =1=

( lcosfg — |mil|sinfp, fiir XY und XY nicht isotrope Geraden
|ml| cos B + Isinfg, fiir XY nicht isotrope Gerade und XY

isotrope Gerade

= { ) - :
—lsinfg, fiir XY isotrope Gerade und XY nicht
© isotrope Gerade :
L lcosfg, fiir XY und XY isotrope Geraden,

wobei m die Neigzmg der Geraden XY ist.
Beweis. Seien X=(z1,y1) und Y=(z2,y2) zwei verschiedene Punkte
in der isotropen Ebene. Nach Anwendung der euklidischen Schiebung

{ T =T Tt '
Yy=y—u
erhélt man die Bildpunkte X=(Z1,7,;)=(0, 0) und__?_ = (Z2,73) = (T2 —
— z1,y2 — ¥1). Unterwirft man die Bildstrecke [XY] der euklidischen

Drehung um X=(0,0) mit g = 2, so entsteht der euklidische Kreis
r =dg(X,Y). Ist ag der euklidische Winkel zwischen der Geraden XY

und der positiven z-Achse, dann auch zwischen der Geraden XY und

der positiven z-Achse. Deswegen kann man Y = (rcosag,Tsinag)
setzen.

Wenden wir auf die Strecke [XY| die euklidische Drehung mit dem
Winkel g an, dann erhilt man die Bildpunkte X = (0,0) und Y =
= (rcos(ag +0g),rsin(ag + 0z)). Die isotrope Distanz dr(X,Y) wird
nun fiir zwei verschiedene Situationen von [XY| berechnet, je nachdem
ob [XY] isotrope Strecke ist oder micht. Sei [XY] eine nicht isotrope
Strecke. Zwei Félle sind mdglich: ,

Fall 1. Ist nach Anwendung der euklidischen Drehung mit dem Winkel
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,’yu

}:7 =(rcosx; + HE),fsin(aE +&:))

195 o =(rcosay,rsing,)

Abb. 1. Anwendung der euklidischen Drehung mit Winkel 8 auf die Strecke [XY].

65 [XY] eine nicht isotrope Bildstrecke, dann ist
dr(X,Y) =d(X,Y) =rcos(ag +05) — 0=
=rcosagcosfg —rsinagsinfg =
=rcosagcosfg —r\/::osz—aEsinGE =
=lcosfg — \/WsinGE

und da dg (f, ?) = (?, ?) ist, erhdlt man

[ =lcosfg — |ml|sin .
Fall 2. Ist nach Anwendung der euklidischen Drehung mlt dem Winkel
Or [XY] eine isotrope Bildstrecke, dann ist

d_r(X Y) = S(X Y) = T‘S]Il(OéE +‘9E‘) —0=

=rsinagcosfg +7"cosozEsm0E =
=7r+/1 —cos?agcosfg +[sinfg
und da dg(X,7) = I+ m—2

1=|mi| COSHE +Isinfg.

dI(X Y)‘ ist, erhélt man

Sei [XY] eine isotrope Strecke, dann ist ag =m/2 oder ag=37/2,
also Y = (0,7) oder Y = (0,—r). Sei ap = 7/2. Ist ag = 37/2, so
ist der folgende Beweis leicht zu wiederholen. Wieder sind zwei Fille
moglich.
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Fall 1’. Sei ¥ = (0,7). Wird durch die euklidische Drehung mit dem
Winkel 8z [XY] auf die nicht isotrope Bildstrecke [XY] transformiert,
S0 ist

(X, Y)=dX,7)=r cos(% + eE) 0=
. =rcos g cos@E“—'Tsin-;:sinHE = —rsinfg

und mit r = [ erhilt man

[ = ——lsin@E

~Auch wern Y = (0, —r) ist, erhilt man dasselbe Ergebnis.

Fall 2. Wird durch die euklidische Drehung mit dem Winkel 65 [XY Y]
auf die isotrope Bildstrecke [X Y] transformiert, so ist

dr (?,?) = 3(3(:,?) = r’sin(g =+ GE) —0=
= rsing—cos O — rc‘osg sinfp = rcosfg

und mit r = [ erhdlt man ,
T=1lcosbg. ¢

FOLGERUNG 1. Seien X,Y Punkte mit isotroper Distanz di(X,Y)=

= [ in der isotropen Ebene und sei ag der euklidische Winkel zwischen
der Geraden XY und der z-Achse. Ist df(X,Y) =1 die isotrope Dis-
tanz nach Anwendung der euklidischen Drehung mit Winkel g in der
positiven Richtung, so ist

= LT P
O<i<r fur—;—aE<9E<;—aE

L : =

2

&

- 3
—r<Il<0 fir —;E—aE<6E<—7r—aE

mit 0 < ap <7/2 und r =dg(X,Y).

FOLGERUNG 2. Die isotrope Distanz der Punkte X undY in der
isotropen Ebene ist nach Anwendung der euklz’dz'schen Drehung mit dem
Winkel kr, k € Z als absoluter Wert eine Invariante.

Beweis. Nach Anwendung der euklidischen Drehung mit Winkel km,
k € Z #ndern sich die Typen der Geraden nicht, d.h. die Bildgerade
einer isotropen bzw. nicht isotropen Geraden ist wieder eine isotrope
bzw. nicht isotrope Gerade.: Daher muss
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=lcosfg — |ml|sinfg, fiir XY nicht isotrope Gerade
=l cos GE, : : fiir XY isotrope Gerade

sein. Wegen @ = kw erhdlt man in beiden Féllen 1= :l:l und somit
auch |I| =i|. ¢

FOLGERUNG 3. Die zsotmpen Distanzen senkrechter und waage-
rechter Geraden sin Invariante beziglich der euklidischen Drehung mit

dem Winkel (2k + 1)%, k€Z.

Die Anderung des isotropen Winkels nach Anwen-
dung Euklidischer Schiebung und Drehung

In der isotropen Ebene lisst sich jede nicht isotrope Gerade g C

C I, in der Normalform y = ux + v oder mit den Geradenkoordinaten
g(u,v) darstellen. Der folgende Satz sagt aus, dass der isotrope Winkel
nach Anwendung der euklidischen Schiebung eine Invariante ist.
SATZ 3. In der ebenen isotropen Bewegungsgeometrie (Iz, L3)sind die
euklidischen Schiebungen winkeltreu.
Beweis. Nach Anwendung einer euklidischen Schiebung ist die Bild-
gerade einer nicht isotropen Gerade glu,v)...y=ur+v

T+b=uZta)+v=>F=uT+ua+v—b
Daher erhilt man als Bildgeraden der nicht isotropen Geraden g1 (u1,v1)
und gg('Ll,g,’Uz) sii ; ;

g1(u1,v1) ... T=wT+wma+vs —b
g_g(u ’Uo) _ = UusT + Uaa + Vg — b.

Der isotrope Winkel der Geraden g (u1,v1) und ga(ug,vs) ist

?r = 4£(71,72) = u2 — w1 = £(g1,92) = 1,
woraus folgt, dass der isotrope Winkel invariant ist. ¢
SATZ 4. Sei @; der isotrope Winkel der micht isotropen Geraden
g1(u1,v1) und gz (u2,vs) in der istropen Ebene. Nach Anwendung einer
euklidischen Drehung mit dem Winkel 0 ist der Bildwinkel der nicht
isotropen Bildgeraden Gy und g,

(1+1tg0g) o1
(1 —ustgde) (1 — uztghe)
Beweis. Seien g1(u1,v1) und go(us, v2) zwei verschiedene nicht isotrope
Geraden und P = (a,b) ihr Schnittpunkt. Nach Anwendung einer

Yr =
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geeigneten Schiebung konnen die Bildgeraden g, g, so gelegt wer-
den, dass ihr Schnittbildpunkt P = O = (0,0) ist. Nach Satz 3 ist
4£(g1,92) = £(91,7,) erreichbar. Seien 6% bzw. 6% die euklidischen
Winkel der Geraden g; bzw. g, mit der z-Achse. -

R /&

- ; [N/ | =
, gz\\; [ ¥ , 62 i
) \\\‘,\ @; [\‘\\ E 91
\\'\’\ E .
P =(0,0) x ‘

Abb. 2. Anwendung der euklidischen Drehung mit Winkel 85
: auf den isotropen Winkel.

Da die euklidischen Tangens der Geraden g; bzw. g, und der z-Achse
die Neigungen u;, us der Geraden sind, erhélt man nach Anwendung
der euklidischen Drehung mit dem Winkel 0z : u; = 0}3 + 0, us =
= 0% + 0. Der isotrope Winkel ist
P = £(51,95) = tg(0% + 0) — tg(0% + 0p) =

_ tgfp +tefs  telp t+tefs

T 1-tgfitefr 1 —tghitels

_ (1+1tg%05)(t80% — t8b%)

(1 tgfhtele)(1 — tebpteds)
Setzt man u; = tgfy, us = tgf% und p; = tgh% — tghy, so ist

(1+tg’0s) o1

1 —urtghr)(1 — uatgls)

FOLGERUNG 4. Der isotrope Winkel der micht isotropen Geraden
giund goin der isotropen Ebene ist nach Anwendung der euklidischen
Drehung mit dem Winkel kn, k € Z eine Invariante.

EI:(
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Beweis. Da nach Anwendung der euklidischen Drehung mit dem Winkel
km,k € Z sich die Typen der Geraden nicht dndern, erhalt man nach
einiger Rechnung,

Pr=¢r
wobel 8 = kn.
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