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Abstract: In this paper we show that for certain regular opeators on Ba-
nach lattices with order continuous norm one can construct new peripheral
eigenvalues with the aid of two non disjoint peripheral eigenvectors. Further-
more we prove a kind of polar decomposition for these opeators on the band
generated by the peripheral eigenvectors.

In der Arbeit [2] wurden die Fixrdume regulirer Operatoren, die
eine gewisse Eigenschaft (£) besitzen, als Austausch-Unterriume cha-
rakterisiert. Ist o ein peripherer Eigenwert des Operators T' mit zuge-
horigem Eigenvektor z, so ist  Fixvektor des Operators %T. Es ist
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daher klar, dal zwischen der Austausch-Eigenschaft und den Eigenvek-
toren ein Zusammenhang besteht, welchen wir in der vorliegenden Note
studieren wollen. Wir zeigen unter anderem, dafl man bei reguléren
Operatoren mit der Eigenschaft (£) mit Hilfe von zwei nicht disjunkten
peripheren Eigenvektoren weitere Eigenvektoren erhalten kann, was neu
zu sein scheint (s. Sitze 4 und 5). Ferner beweisen wir fiir diese Opera-
toren eine Polar-Zerlegung auf dem von den peripheren Eigenvektoren
erzeugten Band.

0. Vorbemérkungen

Im folgenden sei E ein reeller Banachverband mit ordnungsstetiger
Norm und E¢ seine Komplexifizierung. Fiir 0 # z € Eg¢ sei (E¢), das
von z erzeugte Hauptideal in E¢. Ferner bezeichne P, die Bandprojek-
tion auf das von z erzeugte Hauptband (E¢). ‘

In [2] wurde fiir die Elemente z € E der Signumsoperator Sign,
erklart. Die dort angegebene Konstruktion kann wie folgt ganz analog
auf den komplexen Banachverband F¢ iibertragen werden. Fiir z =
= 0 sei Sign, der Nulloperator auf E¢c. Sei nun z € E¢ und z # 0.
In der wohl bekannten Weise identifizieren wir das Hauptideal (E¢)g
mit einem komplexen Banachverband C(X, C) stetiger komplexwertiger
Funktionen auf einen kompakten Hausdorffraum X. Das Element |z|
geht dabei in die Einsfunktion ex iiber und das Element z in eine
unimodulare Funktion f,, d.h. |f;| = ex.

Fiir die Abbildung V, : C(X,C) — C(X,C), definiert durch

Vo(h) = fz-h fur alle h e C(X,C),
gilt

|Vz(h)| = |h| fir alle h e C(X,C).
Es 1afit sich daher V, eindeutig zu einer stetigen linearen Abbildung
V, auf dem Hauptband (Ec), fortsetzen. Nun sei per definitionem
Sign,, = Vg o P,. Dann gilt

Sign, |z| =z wund |Sign, y| = |y| fiir alle y € (Eg)s -

Ferner existiert auf dem Band (Eg), der zu Sign, inverse Operator
Sign; .

Ein Endomorphismus S des komplexen Banachverbandes E¢ heifit
Torsion, falls gilt:
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|Sz| =|z|  fiir alle z € Fg¢.

Torsionen sind offensichtlich Isometrien. Auf dem Band (Ec)s ist also
der Signumsoperator Sign, eine Torsion und somit auch eine Isometrie.

Es sei T ein reguldrer Operator auf dem Banachverband E¢, d.h.
T ist die Differenz zweier positiver Operatoren auf E. Ferner sei z
ein Bigenvektor von T’ mit Tz = oz, |of =1 und |T]]g] =
= |z|.  Identifizieren wir das Hauptideal (Fg), wieder mit C(X,0),
so kann die Einschrénkung von |T'| auf (Ec), als Markov-Operator auf
C(X, C) betrachtet werden, und die im folgenden wichtige Aussage von
[1], V. Prop. 7.4, 148t sich mit Hilfe des Signumsoperators wie folgt
formulieren:

(0.1): Auf dem Projektionsband (Ec), besitzt der Operator T die
Darstellung

T = « Sign, |T| Sign; ! .

1. Projektionsinvariante Mengen und Austausch-
Mengen

Mit Hilfe der Hauptband-Projektionen und den Signumsopera-
toren definieren wir die beiden folgenden Begriffe:
Sei A C Ec. Die Menge A heifit projektionsinvariant, falls gilt:

P,(y)e A firalle z,yc A.
Die Menge A heifit Austausch-Menge, falls gilt:
Sign, (ly]) € A fir alle z,y€ A.

Ist ein Unterraum F' von Eg¢ eine Austausch-Menge, so nennen wir F'
einen Austausch-Unterraum.

Austausch-Unterrdume endlich dimensionaler komplexer Banach-

verbénde lassen sich interessanterweise mit Hilfe von orthogonalen Ba-
sen charakterisieren.
Satz 1. Sei E¢ der kompleze Vektorverband C" aller n-Tupel kom-
plexer Zahlen. Ferner seiV ein Unterraum von C* mit dimV =k <
< n.

Dann sind dquivalent:

(i) V ist projektionsinvariant.
(i) V besitzt eine orthogonale Basis.
(iii) V ist ein Austausch-Unterraum.
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Beweis. (i) — (ii):  Sei O :={y1,... ,y¢} ein maximales orthogonales
System in V mit £ < k. Nach dem Beweis von ([2], Satz 2(b)) gilt
dann fiir die von O und V erzeugten Binder: O+ = V4L, Dies
bedeutet

£
w:ZPi(w) fir alle we V.
i=1 ,

Ist £ = k, so ist O offensichtlich eine Basis von V.

Sei nun £ < k. Dann gibt es ein u € V und einen Index j(1 <
< j < £), so daf} die Vektoren y; und Py, (u) linear unabhéngig sind.
Es gibt daher auch ein o € C und einen Index 5(1 < s < n)so dafl die
s-te Komponente von y; ungleich Null und die s-te Komponente von
w:= Py, (u) — ay; € V gleich Null ist.

Dann gilty; = P, (y;) + (y; — Po (y5)) mit P, (y;) # 0, (y; —
— P, (y;)) # 0 und P, (y;) L (y; — Pu(yj)). Da V projektionsin-
variant ist, liegen beide Summanden in V. Durch die vorhergehende
Aufspaltung von y; haben wir das neue maximale Orthogonalsystem
{O\{y;}} U {P. (y;),(y; — Po(y;))} erhalten, dessen Anzahl um 1
grofer ist. Nach endlich vielen Schritten erhalten wir auf diese Weise
eine orthogonale Basis von V.

(ii) — (iii): Fiir eine komplexe Zahl « sei

0, falls a = 0

Sign (o) = { 2 falls o #£ 0

|

Fiir a = (a;) € C* sei der Vektor Sign (a) € C* definiert durch
(Sign (a)); := Sign(a;) fir 1<i<n. »
Mit dem komponentenweisen Produkt * von Vektoren (Funktionenpro-
dukt) 148t sich dann der Signumsoperator Sign, so darstellen:
Sign,(z) = Sign(a) xz fir alle z € C".

Sei {y1,-..,Vr} eine orthogonale Basis von V. Fiir zwei Elemente a =

- Z;?:l ajy; und b = Z?zl B;jy; € V ist zu zeigen: Sign,(|b]) € V.
Es gilt

k k
Sign(a) = ) _ Sign(e) Sign(y;) und  [o] = I6;llysl-

j=1
Hieraus folgt
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Sign, (|b]) = Sign(a) * [b] =

k
= Z Sign (a;)|0;](Sign (y;) * ly;]) =

k
Z Sign (c;)|B;ly; € V.

(iii) — (i): folgt sofort aus [2], Satz 2, (a). ¢

Daf} die Implikation (i) — (iii) im unendlich dimensionalen Fall
i.a. nicht gilt, zeigt das folgende Beispiel im komplexen Banachverband
L'[0,1]. Sei V der 2-dimensionale Unterraum der linearen Funktionen.
Dann ist fiir 0 # p € V die Bandprojektion P, stets gleich der Identitat.
Es ist daher V projektionsinvariant. Fiir d1e lineare Funktion f(z) =
=z — 5 ist die Funktion

( 1
-1 fi t< -
ur 0< <3
. 1
Signy (epp,y) (z) =4 0  fiir t= 0
1 fir —1- <t<1
\ 2

nicht in V enthalten. Es ist daher V kein Austausch-Unterraum.

3. Periphere Eigenwerte und Eigenvektoren

Im folgenden sei T' ein regulérer linearer Operator auf dem kom-
plexen Banachverband E¢ mit Spektralradius r(T') = 1. Ferner besitze
T' die folgende Eigenschaft (£) : 0 < z € E und |T|z > = impliziert
| T|z| = |-

Ein Eigenwert  von T" heifit peripher, falls |a| = r(T') gilt.

Die Eigenschaft (£) ermdglicht es, nach der Vorbemerkung (0.1)
die Untersuchung der peripheren Eigenwerte von T' auf die Untersu-
chung der peripheren Eigenwerte von Markov-Operatoren auf Banach-
verbanden C(X, C) zuriickzufiihren.

Die Eigenschaft (£) ist z.B. erfiillt, falls eine der beiden folgenden
Bedingungen gilt:

(a) Die Norm auf F ist streng monoton, und der Operator |T| ist
eine Kontraktion.
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(B) Es gibt eine streng positive Linearform g auf E mit |T''u < u,
wobei |T'|" der zum Absolutbetrag |T'| adjungierte Operator ist.
Versieht man C* mit der £*-Norm, so besitzt nach (5) eine reelle
(n x n)-Matrix A die Eigenschaft (£), wenn die Matrix A spaltensub-
stochastisch ist, d.h. jede Spaltensumme kleiner gleich 1 ist.
Satz 2. Seien o und B periphere Eigenwerte von T mit Tu = ou,Tv =
= fv undinf(|u|, |v]) > 0. Dann gilt:
@) T Py(jul) = Py(lul)  und
(i) T Py(u)=aP,(u).
Beweis. Zu (i): Aus Tu = au und Tv = fv folgt |u| < |T||u| und
lv] < |T||v|. Aufgrund der Bedingung (€) gilt also|T||u| = |u| und
IT||v] = |v|. Aus der Bedingung (€) folgt ferner, da der Fixraum von
|T| ein abgeschlossener Vektorunterverband von Eg ist.
Aus der Darstellung P, (Ju|) = lim,—yc0 inf(n|v], |u|) erhalten
wir :
ITI(Pofu) = Jim [ int (nlo], )

= lim_inf (nfo], u[) = Fy(luf) .

Es ist also P,(|u|) ein Fixvektor von |T'|.

Zu (ii): Aus |T||u|=l|u| wund |T|Py(|u|) = P,(|u|]) ergibt
sich, daB T' die beiden Bander {P,(u)}** und {u— P,(u)}** invariant
1a8t. Mit der Zerlegung u = Py(u) + (v — Py(uw)) und mit oau=
=Tu erhalten wir

aPy,(u) + alu — Py(u)) = T(Py(u)) + T'(u — P, (u)),
aP, (u) = T(P, (u)) = T(u— P, (u)) — a(u — P, (u)).

Die linke Seite der letzten Gleichung liegt im Band {P,(u)}*+, die
rechte Seite im Band {u— P,(u)}**. Da die beiden Bénder zueinander
orthogonal sind, folgt

aP,(u) = TP,(u) =0, also TP,(u)=aP,(u). ¢

Da P, (|u|) und P,(|v|) Fixpunkte von |T'| sind und {P,(|u|)}*+ =
= {P,(Jv])}*++ gilt, ist die Frage interessant, ob die Vektoren P, (|ul)
und P,(|v|) linear unabhéngig sind. Wir konnten kein geeignetes Bei-
spiel dafiir finden.

Satz 3. Sei a ein peripherer Eigenwert von T, also |a| = 1. Dann ist
der Figenraum F zum Figenwert o ein Austausch-Unterraum.
Beweis. Sei u,v € F und Sign,(|v]) # 0. Nach der Vorbemerkung
(0.1) besitzt T auf dem Band {u}** die Darstellung
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T = a Sign,, |T| Sign;" .
Aufgrund von |T'|Py(|v]) = P,(|v|) und Sign,(|v]) = Sign, P,(Jv|) er-
halten wir dann
T Sign, (Jv]) = o Sign,, |T|Py([v]) = & Sign,(Jv]).

Es ist also Sign,(|v|) € F. ¢

Mit Hilfe von Satz 2 und den Signumsoperatoren konnen wir
Jetzt zu zwei nicht disjunkten peripheren Eigenvektoren neue periphere
Eigenvektoren konstruieren.
Satz 4. Der Operator T sei nun sogar positiv. Ferner seien o und
B zwei periphere Figenwerte von T mit Tu = au, Tv = Ov und
inf(lul), |v]) > 0. Firk,j € Z sei wy; := (Sign¥ - Sign? - P,)(|u|). Dann
gilt

T'wk,j = aj . ,Bk wk,j .

Beweis. Wie bei der Konstruktion der Signumsoperatoren identifizie-
ren wir die Hauptideale (Ec))y bzw. (Ec)|y mit komplexen Banachver-
banden C(X1,C) bzw. C(X,,C). Die Einschrinkung von T auf diese
Ideale ist dann jeweils ein Markov-Operator. Nach der Vorbemerkung
(0.1) erhalten wir folgende Darstellungen von T':

Auf dem Band {u}++ gilt T = o Sign, T Sign;?t,

auf dem Band {v}* gilt T = 3 Sign, T Sign;!.

Nun ist  {inf (Jul), o]} = {u}+ N {v}+L = {P,(u)} L. Sei

w = Py(u). Da T das Band {w}*+ invariant 1&8t, gelten also gleich-

zeitig beide Darstellungen auf {w}++. Durch Tteration erhilt man fiir
J,k € Z die Darstellungen

T = o” Sign® T Sign,® auf {u}** und

T = (# Sign! T-Sign;? auf {v}*+L.
Auf dem Band {w}1+ gilt daher

T = o Sign® 7 - Sign? T Sign77 SignZ* .
Aus  TP,(|lul) = P,(Ju|]) folgt fiir j,k € Z:

Twg,; = o - #7 Sign® - Sign! T P,(Ju|) = o - Wk, j -
Da |wg,;| = Py(Jul) # 0 ist, ist also wy ; ein Eigenvektor von |T/. ¢
Wenn T' nur reguldr ist, kann man iiber Eigenwerte von |T| auch

Eigenwerte von T erhalten.

Satz 5. Sei o ein peripherer Eigenwert von T mit Tu = au und
B ein Eigenwert von |T| mit |B] = 1 und |T|2 = Bz. Ferner gelte
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inf(|u|), |z]) > 0. Dann ist aB* ein peripherer Eigenwert von T fiir alle
keZ.

Beweis. Setzt man u = v in Satz 4, so erhélt man fiir |T'| anstatt 7"
|T| Sign®(|z|) = B* Sign®(|2|) fiir alle k € Z.
Sei w := Py(z). Aus |T||u| = |u| wund |T|z = Bz = folgt nach
Satz 2:
|T'|Plui(2) = B Pui(2) also [Tw=fuw.

Nach der Vorbemerkung (0.1) besitzt T’ auf dem Band {u}++ die
Darstellung T = o Sign,, |T| Sign .
Da |T||w|=|w| ist, gilt diese Darstellung auch auf dem Band
{w}+L. Auf {w}++ gilt somit :
IT| = o' Sign; ! T Sign,, .
Mit |T'|w = Bw erhalten wir dann
Pw = ot Sign* T Sign, (w)
und somit
T Sign, (w) = af Sign, (w) .

Wihlt man anstatt z die Eigenvektoren Sign® (Jz|) von |T| zu den
Eigenwerten 8*(k € Z), so erhilt man die Aussage des Satzes. ¢

Kennt man die peripheren Eigenwerte von T', so 148t sich folgende
Aussage iiber das Spektrum von |T'| machen.

Satz 6. Seien o und B periphere FEigenwerte von T mit Tu = au,
Tv = Bv und inf(|u|, |v]) > 0. Dann ist a3 ein Eigenwert von |T|.
Beweis. Sei w := P,(u). Wie im Beweis von Satz 4 gelten auf dem
Band {w}'! die beiden DarstellungenT = o Sign, |T| Sign;! und
T = 3 Sign, |T| Sign;'. Dies bedeutet

|T| = a™lg Sigm;1 Sign,, |T| Sign;1 - Sign,, .
Aus |T| |w| = |w| folgt damit

/7| ( Signg" - Sign, (lw]) ) = o™ B Sign;" Sign, [T] (ju])
= o~ ! B Sign; ! Sign, (Jw]).

Da |Sign;'-Sign, (jw|)] = |w| # 0 ist, ist «~1 B ein Eigenwert von

7). ¢
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3. Eine Art “Polarzerlegung”

Sei S ein beschrinkter Endomorphismus auf einem Hilbertraum
H. Falls es moglich ist, S in der Form S = U - P darzustellen, wobei
U ein unitérer Operator, also eine surjektive Isometrie, ist und P ein
* positiver Operator ist, so nennt man eine solche Darstellung eine Polar-
Zerlegung. Da der Signumsoperator Sign, auf dem Projektionsband
(Ec)s eine Isometrie ist, kann die in der Vorbemerkung (0.1) angege-
bene Darstellung T = « Sign,, |T'| Sign, ' als eine Art Polar-Zerlegung
auf (Ec), betrachtet werden. Im letzten Kapitel wollen wir zeigen, daf
eine solche Darstellung auch auf dem Band, welches von den Eigenvek-
toren zu unimodularen Eigenwerten erzeugt wird, existiert.
Satz 7. Die Menge G :={z € E¢: Tz = az,a € Cund |o| = 1} sei
ungleich {0}. Dann ezistieren Torsionen U und V auf dem von der
Menge G erzeugten Band Bg, so dafi die FEinschrinkung von T' auf Bg
die folgende Darstellung besitzt:

T=U|T|V.

Beweis. Fir 0 # z € Ggilt T = a Sign, |T| Sign; " auf (Ec),. Das
Problem ist, diese lokalen Darstellungen zu der gewiinschten Darstel-
lung auf dem Band B¢ zusammenzusetzen.

Sei nun O := {z,}ein maximales orthogonales System in G,
wobei der Index o gerade der zu z,, gehérige Eigenwert ist, also Tx, =
= Qo ist. Wir beweisen zundchst G+ = O+, Es geniigt zu zeigen:
G C O**. Angenommen, es sei z € G und z ¢ O+L. Es sei Tz =
= prund E, der Eigenraum von T zu Eigenwert yu. Ferner bezeichne
@ die Bandprojektion auf das Band O+, Fiir jedes « gilt P,_(z) €
€ {zo}*+ N E, aufgrund von Satz 2, (ii). Damit erhalten wir Qr =
=30 Poo(z) € (O NE,). Somit ist 0 # z — Qr L Otund z —
—Qz € E, C G. Dies ist ein Widerspruch zur Maximalitit von O in
G. Es ist also Bg = {UaTo}t+.

Die Darstellung Bg = {Uyzo}*+ bedeutet aber, das Band Bg ist
die abgeschlossene Hiille der direkten Summe der Hauptbéinder (E¢) Ta-
Wie im Beweis von [2], Satz 2, beschrieben, 158t sich dann die Familie
{a Sign,_ : 24 € O} zu einer Torsion U = ¥ a Sign, und die Familie
{Sign, ! : 2, € O} zu einer Torsion V = >, Signz! zusammensetzen,
sodafl T=U|T|V auf Bg gilt. ¢

Die Aussage des Satzes soll das folgende Beispiel veranschaulichen:



244 A. Neeb und E. Scheffold: Uber periphere Eigenwerte und Figenvektoren

Beispiel.Es sei Ec = C* und der Operator T’ dargestellt durch die
Matrix

-1 i) 01
=9 35 ~3
1 1
0 P —
2 2
Dann besitzt T' die Eigenschaft (£) und die beiden unimodularen Eigen-
werte A; = —1 und A2 = 1 mit den zugehorigen Eigenvektoren u; =

= (1,0,0)und ug = (0,1, —1), welche offensichtlich ein maximales or-
thogonales System in der Menge G bilden. Es ist Bg = C3, und die
Polar-Zerlegung sieht so aus: T = U |T'| V mit

1

0 0 .
-1 0 0 1 1 10 0
v=(0 1 o }|,7=]%3 3 |wdv=[0 1 o
0 0 -1 o L1 00 -1
2 2
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