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Abstract: We continue two papers of the same title and give at first a geo-
metrical construction of the contact point of the catacaustic with the reflected
ray, if the light source S and the reflecting curve ¢ together with its evolute
¢* is given. Then we develop a construction for the tangent of the pedal curve
with regard to the reflected rays resp. of the second central curve ko, if we
know the point S and the plane curves ¢ and ¢*. Furthermore we derive an
integral formula, that yields the reflected curve ¢, if the light source S and the
second central curve ky are given. Finally we determine — as an application — all
possible reflecting curves ¢ with a straight line ks as second central curve and
a light source S ¢ k;. We prove that in this case the curves ¢ are evolvents of
a parabola. The corresponding catacaustic is a complicated transcendent curve
— called a Schipp-curve. In this way we give also a parametric representation
and a kinematical generation of the corresponding refractive curves.
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38 G. Suda Kardné und H. Sachs

Bei verschiedenen Anwendungen in der Akustik oder geometrischen
Optik ist das folgende Problem von grofler Bedeutung: Gegeben ist eine
ebene Kurve ¢, eine Schall- bzw. Lichtquelle S und eine Zeitkomponente
to. Mit der Schall- bzw. Lichtgeschwindigkeit ¢y bezeichne Lg := cyig
die zu %, gehorige Wegstrecke. Jeder von S ausgehende Schall- bzw.
Lichtstrahl wird dann an der Kurve ¢ so reflektiert, dal der Winkel w
zwischen der Geraden SP und der Kurvennormalen n im Auftreffpunkt
P gleich dem Winkel zwischen n und dem reflektierten Strahl PY; bzw.
dem gebrochenen Strahl PY; ist (vgl. Abb. 1). Wird dann die konstante
Linge Lo von S aus so abgetragen, daB SP+PY; = Ly bazw. SP+PY; =
= Ly gilt, so wird damit eindeutig ein Punkt Y; bzw. Y; definiert. Ist im
Punkt P € ¢ die Kriimmung « der Kurve c negativ (vgl. Abb. 1), dann
liegt Y; auf dem negativen Ufer der Tangente ¢ in P, wiahrend Y; auf dem
positiven Ufer liegt (vgl. [7, 27f]), falls sich S auf dem negativen Ufer von
t befindet. Liegt S auf dem positiven Ufer von ¢, dann ist die Situation
gerade umgekehrt. Eine analoge Aussage gilt, falls die Kriimmung £ > 0
ist.

med?
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Abbildung 1

Die Punkte Y; bzw. Y3 bilden bei Verdnderung des Strahls SP eine
Kurve &; bzw. &3, die man als Schallfront bzw. Brechungsfront zur Linge
Ly beziiglich S und der Kurve c bezeichnet. Wird ¢ um eine Achse a ge-
dreht, auf der S liegt, so entsteht eine Drehfliche ¥ und durch Drehung
von ¢; entsteht die dazu gehorige Schallfront Uy, die in der Bauakustik
eine wichtige Rolle spielt (vgl. [1], [2], [13], [14]). Fragestellungen die-
ser Art wurden frither durch ,ray tracing” geldst (vgl. z.B. [1], [2], [13]).
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Im Zeitalter des Computers liegen differentialgeometrische Losungen die-
ser Fragestellungen nahe. Hinsichtlich der ersten Differentationsordnung
wurde diese Thematik von F. Mészdros und H. Sachs in [8] bzw. von
G. Suda Kardné und H. Sachs in [15], [10] und [11] behandelt. Im Rah-
men des CAGD wurden diesbeziiglich unter Anwendung von Methoden
der algebraischen Geometrie bemerkenswerte Resultate von R.T. Farouki
und J.-Cl. Chastang erzielt (vgl. [3], [4], [5], [6])-

In dieser Note wollen wir zunéchst einige Resultate zur 2. Diffe-
rentiationsordnung angeben. Bei der Entwicklung der Theorie spielen vor
allem die beiden Zentralkurven k; und £, eine wichtige Rolle. Die erste
Zentralkurve k, ist die Gegenpunktkurve zur Ausgangskurve c¢ beziiglich
der Schallquelle S; sie wird von den Punkten G; gebildet. Die zweite
Zentralkurve k; ist die Gegenpunktkurve zur Evolute ¢* von ¢ beziiglich
S (vgl. [11]); sie wird von allen Punkten G, gebildet (vgl. Abb. 2).
c* beriihrt die Normale n der Kurve ¢ des Punktes P im Kriimmungs-
mittelpunkt P*. Andererseits besitzen auch die gespiegelten Strahlen
g = PY; eine Hiillkurve h, die Katakaustik; ihre Hiillpunkte werden mit
H bezeichnet. Die Geometrie dieser Katakaustik wurde mit Mitteln der
Zyklographie sehr elegant entwickelt (vgl. [9 ,270f]). Schliefilich ist noch
die Fufipunktkurve f von S beziiglich der reflektierten Strahlen g von
Bedeutung; ihre FuBipunkte werden mit L bezeichnet. Wird die Aus-
gangskurve ¢ mit der Bogenlénge s parametrlslert dann erhélt man,
ausgehend von der Darstellung

(1) Z = Z(s) = {x(s),y(s)}
nach [8, 191] und [11] der Reihe nach
G1(2y'A1, —2.’1)’A1), G2(2$,A2, 2y1A2)

(2ad) H= [2’”(?”2 +y%) —2y'AY 2my(a® +7) + 2x'A§]

26(z2 +42) — Ay 26(22 +y2) — A4
I = 2A1A2(y -+ 22’},A1) ' _2A1A2 (ZE - 2y,A1
- 72 +y2 ’ 72 4+ yz ?

wobel Ay := zy' —yz' und Ay := zz'+yy' bedeuten und Striche Ableitun-
gen nach s bezeichnen. Die Schallquelle S liegt hierbei im Koordinatenur-
sprung. Nach [12, 65] gilt bekanntlich fiir den Kriimmungsmittelpunkt
P*zu P
! !
) Po-Ly+ L)
K
mit k = z'y” — 2"y’. Aus (2.c) und P(z,y) berechnen wir zunfichst
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(4) PH— 2o +y

2/1',(.’172 + y2) — Al
Wir bestimmen weiters den Fulpunkt IV der Normalen n; von P* auf den
gespiegelten Strahl g. Da g nach [8, 191] ersichtlich den Richtungsvektor
{z — 2y'A1,y + 22’ A} besitzt, findet man die Gleichung von g zu

(5) X(y -+ 2£LJA1) - Y(SE — 2y,A1) = 2A1A2 .
Die Gerade n; kann mittels

!
X:z—y;+/\(y+2x'A1)

() 5

Y=y+—+A-s+2y'A)
parametrisiert werden, woraus sich mittels (5) fiir den Schnittpunkt N
der Parameterwert A = 77 ergibt. Daraus folgt mittels (6)

G
y' Az (y -+ 21"A1) LL" AQ(".’E -+ Zy'Al)
7 N=|z-% r
() T k@ VTR T a@ )

Aus (7) kann man den Abstand PN berechnen, wobei s1ch nach Beach-
tung von A% + A2 = 12 + g2 schlielich

Ay
8 PN = ——=—.
®) k+/x? + 'y2
einstellt. Beachtet man, daf nach (2.a) SP = G, P = /22 + 32 gilt,
dann 148t sich der Reziprokwert von PH wegen (8) schreiben als
1 1 1

(9) = -
PH PN G\P

Mit d = PH,d; = 1PN und G1P = dy ist (9) die bekannte Linsen-
gleichung % = —% d , die man z.B. mit der Sédgezahnkonstruktion (vgl.
[7,167]) zeichnerisch auswerten kann. Ist P* bekannt, dann kann damit
der Punkt H konstruktiv ermittelt werden, wie dies die Abb. 2 zeigt.
Sobald H bekannt ist, 148t sich auch die Tangente ¢; im Punkt L
der Fufipunktkurve f konstruieren. Dazu ist nach [11] der Punkt H an
L zu spiegeln, wodurch der Punkt 7" entsteht. Die Streckensymmetrale
der Strecke ST ist dann die Tangente ¢y (vgl. Abb. 2). Wir vermerken
den
Satz 1. Kennt man zu einem Punkt P einer ebenen Kurve ¢ den Krim-
mungsmittelpunkt P*, dann kann man bei gegebener Lichtquelle S auf
dem Spiegelstrahl g zur Geraden SP den Hillpunkt H der Katakaustik
mit Hilfe der Sigezahnkonstruktion gemaf (9) ermitteln. Die Tangente
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ty an die Fufipunktkurve f im Punkt L auf g kann dann gemdf Abb. 2
konstruiert werden.

G.P
PN/2 . 2

1

P*
Ségezahnkonstruktion 5 \
C*

Abbildung 2

Wiéhrend die Tangente ¢; in Gy an k; nach [8, 192] zu g normal
ist, erfordert die Konstruktion der Tangente ¢, an die Zentralkurve ks i im
Punkt G- eine nihere Uberlegung. Wird k, gemi8 (2.6) durch

(10) Ty = 2$ Az, Yo = 2y AQ
parametrisiert, so berechnet man unter Beachtung der Ableitungsglei-
chungen z" = —ky',y" = kz' nach einigen Umformungen

" = —4rz' A1 + 2(z" — Ky)
(11) Yp = —4ky' Ay + 2(y' + kx)

woraus man einen Tangentenvektor ¢y an ky in G4 in der Gestalt

}

erhélt. Wird P* an P gespiegelt, so findet man einen Punkt P mit den

Koordinaten ?(“z:y AT #-2) Wird anschlieBend der Vektor SP* um 90°
gegen den Uhrzeigersinn gedreht so entsteht der Vektor
x — /ay Y + Kz

(13) - sP={ Ly,
d h. gerade der zweite Summand in (12). Wird schlieBlich der Vektor
SGl {2y’ AL> —22'A1} um 90° im Uhrzeigersinn gedreht, so erh#lt man

den Vektor SG; = {—2z'A, —2y'A;}, d.h. gerade den ersten Summan-
den in (12). Damit haben wir den in Abb. 3 dargestellten

Y + Kz

I —_—
(12) t_' et {—2.’E’A1 -+ z K;Kly, *2y,A1 -+
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Satz 2. Zur Konstruktion eines Tangentenvektors fg wm Punkt Gy an
die Zentralkurve ko wird der Krimmungsmittelpunkt P* an P nach P*

gespiegelt und der Vgl;tor SP" um 90° gegen den Uhrzeigisz')nn gedreht,
wodurch ein Vektor SP entsteht. Wird weiter der Vekt_m:_) SG1 um 90°im
Uhrzeig(LSmn _um S gedreht, so entsteht ein VektorﬂSGl. Die Vektor-
summe SP + SGy legt dann einen Tangentenvektor ty von ky fest.

}"j v

Abbildung 3

Ein interessantes Problem ist die Bestimmung der Ausgangskurve
c bei vorgegebener Zentralkurve k; bzw. kg und sodann die Bestimmung
der entsprechenden Schall- bzw. Brechungsfronten. Fiir die 1. Zentral-
kurve k; wurde dieses Problem in [8, 192] bzw. [10] gel6st, wobei speziell
in [10, 200] ein zehngliedriger Mechanismus angegeben wurde, der es ge-
stattet ¢ aus k; zu bestimmen.

Wir untersuchen i.f. die analoge Fragestellung fiir die 2. Zentralkur-

ve ky. Die Zentralkurve k; zur Ausgangskurve c...Z = Z(f) = -
= {z(t),y(t)} ist nach [11] gegeben durch
2z(zx + yy
52 = _(—z—g_ﬂ = ul(t)
(14) Ly
1y = (s +yy) _ (t)
2 72 I 'gZ 2 3

wobei ¢ einen allgemeinen Parameter auf ¢ bezeichnet. Da k; die Gegen-
punktkurve der Evolute c* von ¢ beziiglich S(0,0) ist (vgl. [11]) kann
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man ¢* nach [8, 192] bestimmen. Man erhélt aus (14) zunéchst fiir ¢*

X = ULy U + U2(ud — u?)
(15) prt T
v — —u Uty + 57U (u3 — uf)

U1Uy — Ul

Zu (15) ist nun gem&B [12, 69] die Schar der Evolventen zu berechnen —
dies sind die gesuchten Losungskurven c¢. Dazu bestimmen wir vorerst

%UQ('I:L]_’ELQ — U1U2) (’U,% + ’UI%) + ’U,g(’lll’ulg — u1'l:l./2) (’LL% -+ u%)
(tyug — Upuy)?
%Ul (’lLle - 'U;1U2)('Ur% + U%) + Uy (?:Ll‘ll,g — 'U:llu-Q) (’Ug + U%)

(T1ug — Uguq)?

X =

(16)
V= _

)

woraus nach einiger Rechnung

. - Vvui+ud 1,0
1/X2+Y2 — ( 1 2 [-2_(u111,2—1,L2U1)(U%+Ug)+

UrUg — Upla)?

(17) +(’l.l,1U2 - ’11,2’1.1,1)(’1.1:% -+ Ug)],
X Uo Y Uy

JX21v: JEtd JX2rv: JE+ @

folgt. Damit erhélt man schliellich fiir die Ldsungskurven c die Darstel-
lung

. Uy U Usg + %uz(ug —u?) -y Us
(18) U1tz — Uy ’ Vui +ud
— Iy + 21 (u — u?
y = u1Uals + 311 (u3 1) + (I — Ko) Uy

Uiy — Ugly

2 2’
VUi +us

wobei K| eine Integrationskonstante bezeichnet und I das Integral

(19) 1= 1/ (it — gty ) /(uf + u3)® dt+/ (62 +i)vui +uf

2 (’l:l:lUQ - ’11,1’1:112)2 (’I:L]_'UIQ - ’1'1,2’LL1)

bedeutet. Anders als in Fall der Zentralkurve k; gibt es also hier eine
einparametrige Schar von Losungskurven. Fiir die erste Zentralkurve £;
erhilt man aus (18) die Darstellung {z1 = 2z — u1, 11 = 2y — uy}, die
sich unschwer zu
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2, .2

o = (_1&_1_4%22 ol - Ky)—t2

(20) 2uy(21) u? + u}
(uf + uj) Uy

n 2u1(ﬁ) ( 0) Vu? + ul

umformen 1&8t. Die zugehérigen Schallfronten sind dann nach [8, 193] die
Parallelkurven zu (20), wihrend sich die zugehérigen Brechungsfronten
nach [11] berechnen lassen. Damit haben wir den

Satz 3. Ist die zweite Zentralkurve ko in einer Parameterdarstellung
{u1 = w1 (t),u2 = ua(t)} gegeben und liegt die Lichtquelle im Koordina-
tenursprung, dann lGft sich die dazugehirige einparametrige Schar der
Ausgangskurven c durch (18) beschreiben, wobei das Integral I aus (19)
zu entnehmen ist und Ky eine Integrationskonstante bezeichnet. Die ent-
sprechende erste Zentralkurve ki kann nach (20) berechnet werden.

Als Anwendung wollen wir den Fall betrachten, wo die zweite Zen-
tralkurve ky eine Gerade ist. Der Fall, dafl die Lichtquelle S auf ks
liegt, wurde schon in [11] betrachtet. In diesem Sonderfall ist k; zu
einem Punkt degeneriert und die Brechungsfronten ¢, sind Geradenkon-
choiden, die sich durch eine einfach geschrinkte Winkelschleife erzeugen
lassen. Liegt S(0,0) nicht auf ks, so kann man k; 0.B.d.A. in der Para-
meterdarstellung

(21) {’U,l = Qay # 0, Ug = t}
ansetzen. Mittels (15) gewinnt man zunéchst fiir ¢* die Gleichung
(22) Y? =a — 200X ,

d.h. eine Parabel mit der Lichtquelle als Brennpunkt und der Geraden k,
als Leitlinie. Der Losungskurven c¢ sind somit Parabelevolventen, fiir die
man aus (18) und (19) die Parameterdarstellung

ag Kot Cl,ot

T=—+ +
2 @+ 2\/a}+12
1 ag Ky a?

y=-t— - In(t+4/a2 + 2
20 a2+ 2+ 1 ( o+ 1)

berechnet. Fiir die erste Zentralkurve k; erhélt man nach (20)
2Kt

‘ tag
T = + In (t + /a3 + 2
\/CZ%—Ft‘? \/a%—%—tQ ( 0 )
. 2K, 2
Y1 = — b _ % In(t++/a +12).
Vi +12 a2+

Zur Vereinfachung wenden wir auf (23) bzw. (24) den Parameterwechsel

In(t+4/a2 +1?)

(23)

(24)
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1
(25) t+ /a3 + 12 = agtg 2%

an. Man findet dann iiber ¢ = —agctg ¢ unschwer
1 1 1

T = =ag — cos p[Ky + saoln (aotg 5¢)]
( 1 1 1

Y= —iaoctggo — sin [Kp + §aoln (agtg 590)]

1
z1 = —c08 ¢[2Kj + apln (agtg §<p)]

(27)

1 . 1 1
= ——Q—aOCtg (¢ — sin (,D[Ko -+ anln (aotg '2‘50)] :

Aus (27) erhilt man auch sofort die Darstellung der 1. Zentralkurve k;
in Polarkoordinaten (r,v) zu

1
(28) r = 2Ky + apln (agtg §¢)

Als implizite Gleichung von &, stellt sich unter Beachtung von (25) ein
(29) Vol +yi+ aoArSh—z—1 —aplnay — 2Ky = 0.
1

Die Berechnung der Katakaustik h kénnte nach [11], Formel (37) erfolgen,
doch wollen wir hier einen direkten Weg einschlagen. Dazu spannen
wir die Menge der reflektierten Strahlen durch die Punkte Ga(ze = aq,
Yo = —agctg ) und G1(z1,y:) auf — wobei die Koordinaten des letzteren
aus (27) zu entnehmen sind — und berechnen iiber die Geradenschar

(30) F(p) = 2(y1 — y2) +y(32 — 1) = 1172 — 1192

mittels % = 0 die Hiillkurve h. Man findet nach l&ngerer Rechnung fiir
h die Parameterdarstellung

_ ag(L?cos2¢p + Lagcos o — af)

L2sin? ¢ + Lag cos ¢ + 2a?
ao(L?sin 2¢ + Lag sin ¢ + aZctg @)
B L%sin® ¢ + Lag cos ¢ + 2a3

(31)

mit L := 2K, + agln (aotg —;-go) Wir bezeichnen diese transzendenten
Kurven zu Ehren des Jubilars als Schippsche Kurven. Die dazugehérigen
Brechungsfronten ¢, lassen sich nach [11], Formel (14) aus (26) berechnen.
Man findet nach einiger Miihe die Parameterdarstellung
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Lo(ag + 2M cos ) sin ¢

Va3 +4M2sin® ¢
Ly(agctg o — 2M sin ) sin ¢

\ag 4+ 4M? sin
mit M = Koy + aoln (aetg 1), d.h. transzendente Kurven fiir Ly # 0.
Unter Beachtung von [11] folgt damit der
Satz 4. Ist bei einem Brechungsvorgang die zweite Zentralkurve ko eine
Gerade und liegt die Lichtquelle S nicht auf ks, dann ist die brechende
Kurve ¢ die Evolvente einer Parabel mit S als Brennpunkt und ko als
Leitlinie. Die erste Zentralkurve ki lifit sich durch (27) bzw. (29) para-
metrisieren. Die Brechungsfronten ¢y kinnen als Bahnkurven der Punkte
P einer Geraden g erzeugt werden, von der ein Punkt Gy auf der Ge-

raden ko lduft, wihrend g bestindig eine Schippsche Kurve (32) berihrt.

Diese Brechungsfronten lassen sich mittels (32) parametrisieren.
c ks by

&2 = ag

(32)

Mo = —apctgp +

gy

ky

¢ ||| h...Schippsche Kurve
Abbildung 4

Die Abb. 4 zeigt die geometrische Situation im Sonderfall Ky = 0,
wobei fiir die Computerzeichnung ay = —4 gewahlt wurde.
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