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Abstract: An equation of a cyclide of order 3 in a Galileian space Gg is of
the form ps(z)+Ay2+Bz2+Cyz+y-r1(:1:)+z-51(1:):0, where p®(z) is a normed
polynomial of order 3, and r!(z),s'(z) are two arbitrary linear polynomials. In
this paper we classify these cyclides in terms of the coefficients of the former
equation.

Zykliden des euklidischen Raumes Fs3 sind nach G. Darboux [1]
solche algebraische Flachen 4. Ordnung, die den absoluten Kegelschnitt
als Doppelkurve enthalten.

Analog definiert man Zykliden im einfach isotropen Raum I3 als
algebraische Flichen 4. Ordnung, die die beiden absoluten Geraden die-
ses Raumes als Doppelgeraden enthalten (vgl. D. Palman [3], H. Sachs
[8]). Es ist klar, daB solche Zykliden auBer den auf dem absoluten Gera-
denpaar liegenden Punkten, keine weiteren uneigentlichen Punkte besitzen.
Anderseits existieren Flichen 4. Ordnung im einfach isotropen Raum
I3 mit der vorigen Eigenschaft wobei aber die beiden absoluten Gera-
den keine Doppelgeraden dieser Fliche sind. Solche Flichen werden als
verallgemeinerte Zykliden bezeichnet (vgl. H. Sachs [8]).

1. Im galileischen Raum G35 besteht bekanntlich die Absolutfigur
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{w, f, I} aus einer (uneigentlichen) Ebene w, einer in der Ebene w lie-
genden Geraden f (absolute Gerade) und einer absoluten elliptischen
Involution 7 auf der Geraden f.

Gegeben sei also ein affiner Raum, den wir als galileischen Raum
G5 auffassen, mit der Ebene :

w...z9 =0,
der absoluten Geraden
f.oo.oa=0; =z =0,
und der auf der absoluten Geraden f operierenden elliptischen Involu-
tion
T...(0:0:2z9:23)—(0:0:23: —z2).

Als zugrundegelegtes Koordinatensystem denken wir uns ein karte-
sisches Koordinatensystem eingefithrt, wobei fur die eigentlichen Punk-
te

Tp:iTyiTpixz=1l:x2:Yy:2

gilt.

Die Geometrie des galileischen Raumes G wurde ausfiihrlich in
[6] untersucht. Ebenen durch f werden im Sinne [6, 7] als euklidische
Ebenen bezeichnet; alle andere eigentliche Ebenen heiflen isotrop. Ana-
log zum euklidischen Raum E3 und zum isotropen Raum I3 konnen wir
nun ganz allgemein die Zykliden des galileischen Raumes G5 definieren
durch:

Definition 1. Algebraische Flichen beliebiger Ordnung n, welche aufler
den absoluten Geraden f keinen weiteren Punkt in der Fernebene w
besitzen, heifen Zykliden des galileischen Raumes Gs.

Wir haben hier den Begriff der Zykliden in zweifacher Weise ver-
allgemeinert. Erstens betrachten wir nicht nur Flichen 4. Ordnung,
sondern beliebiger Ordnung n, und zweitens darf die absolute Gerade f
eine m-fache Gerade der Fliche sein, wobei 1 £ m < n—1 gelten kann.

2. Bei der Untersuchung der Zykliden im galileischen Raum Gj,
wie auch im einfach isotropen Raum I3, spielt der Potenzbegriff eine be-
deutende Rolle. Es wurde nimlich analog zu dem bekannten Begriff der
Kreis- und Kugelpotenz in der euklidischen Ebene und im euklidischen
Raum, auch eine Kreis- und Kugelpotenz in der isotropen Ebene I
sowie im einfach isotropen Raum I3 definiert (vgl. H. Sachs [7]). Es



Zykliden 3. Ordnung des galileischen Raumes Gg 287

wurde weiter gezeigt, dafl man analog eine Potenz fiir vollstandig zir-
kulare Kurven 3. und 4. Ordnung der isotropen Ebene sowie eine Potenz
fur Zykliden 4. Ordnung im einfach isotropen Raum I3 definieren kann
(vgl. [4], [5]). Weiters wurde ein Potenzbegriff fiir vollstindig zirkulire
Kurven beliebiger Ordnung (vgl. [10]) der isotropen Ebene sowie fiir
Zykliden beliebiger Ordnung im einfach isotropen Raum I3 (vgl. [8])
untersucht.

Es sei also eine vollstandig zirkuldre Kurve k n-ter Ordnung in
I oder eine Zyklide ¢ n-ter Ordnung in I3 und ein beliebiger Punkt
P gegeben. Eine P enthaltende nicht isotrope Gerade g schneidet die
Kurve k bzw. die Zyklide ¢ in n Punkten S;, Ss,,...,S,. Das Produkt

p=PS, - PS,-.... PS,

wird als Potenz p des Punktes P beziiglich der Kurve k bzw. der Flache
¢ bezeichnet. Hier sind PS; die isotropen Entfernungen des Punktes P
von den Punkten S; (1 =1,2,... ,n).
- Im galileischen Raum G3 definieren wir ahnlich:

Definition 2. Es sei eine Zyklide ¢, n-ter Ordnung im galileischen
Raum G3 und ein Punkt P gegeben. Eine P enthaltende nichtisotrope
Gerade s schneide die Zyklide ¢, in n Punkten S;,S,,...,S,. Wir
bezeichnen das Produkt der isotropen Abstande

pzﬁglp—SQ-P_Sn

als Potenz des Punktes P beziiglich der Zyklide ¢,,.

Satz 1. Die Potenz p eines Punktes P bezuglich einer Zyklide ¢, im
galileischen Raum Gz hangt nicht von der Lage der P enthaltenden
Geraden s ab.

Beweis. Es sei eine Zyklide ¢, n-ter Ordnung und ein Punkt P gege-
ben. Legen wir durch P zwei beliebige verschiedene nichtisotrope Ge-
raden s und t. Die Potenz p, des Punktes P beziiglich der Geraden s
ist dann

ps = PS, - PS,-...-PS,
und beziiglich der Geraden ¢ analog
pi = PT, . PT,-.... PT,.

Da die Ebene a, die von den Geraden s und t aufgespannt wird of-
fensichtlich eine isotrope Ebene ist, und die Schnittkurve von ¢ mit o
eine vollstandig zirkulare Kurve n-ter Ordnung in « ist, stimmt der
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eingefiihrte Potenzbegriff mit dem Potenzbegriff von [10, 78] {iberein.
Gema8 [10], Satz 1 gilt somit p; = p;. §

Der Wert der Potenz p wird erhalten, in dem man in die normierte
Gleichung der Zyklide ¢, die Koordinaten des Punktes P einsetzt, was
man analog zum [8], Satz 1 beweisen kann.

3. Betrachten wir im einfach isotropen Raum I3 r Zykliden ¢;,
#2, ... ,¢r der Ordnungen ny,ns,... ,n, und einen Punkt P, und su-
chen wir den geometrischen Ort aller Raumpunkte, deren Produkt der
Potenzen p;, P2,..-- ,pr bezliglich der einzelnen Zykliden ¢; einen kons-
tanten Wert p ht, d.h. fiir welche

: P=p1-p2:..."Pr
. gilt. Der genannte geometrische Ort ist wieder eine Zyklide ¢ des Rau-
mes I3 der Ordnung n = ny + ny + ... + n,. Die Zyklide ¢ bezeichnet
man als Potenzproduktzyklide der Zykliden ¢4,¢s,...,¢, (vgl. [2]).
Man kann diesen Begriff im galileischen Raum G3 dhnlicherweise defi-
nieren: . ‘
Definition 3. Es seien r Zykliden @1, ds,..., ¢, der Ordnungen ni,
ng, ...,n, und ein Punkt P in galileischen Raum G35 gegeben. Die
Potenzproduktzyklide ¢ der Zykliden &y, ¢a,... ,d, ist eine Zyklide ¢
der Ordnung n; + ny + ... + n,, die wir als geometrischen Ort aller
Raumpunkte erhalten, deren Produkt der Potenzen py,ps,...,p, des
Punktes P beziiglich der einzelnen Zykliden ¢; einen konstanten Wert
hat, d.h. fiur welche p =p; - ps - ... p, gilt.

4. Als Punktkugeln des galileischen Raumes G5 bezeichnet man
bekanntlich jenen parabolischen Zylinder, die die Fernebene w langs der
absoluten Geraden f beriihren (vgl: Roschel [6]). Ihre Gleichung ist von
der Form
(1) Az’ + Bz —2Cy—2Dz+E =0
wobei A # 0, C? + D? # 0. Die Spitze eines Zylinders (1) liegt im
absoluten Fernpunkt S(0:0: D : —C) und wird als Spitze der Punkt-
kugel bezeichnet. Gemafl Def. 1 sind diese Punktkugeln die Zykliden
2. Ordnung des galileischen Raumes G3.

Den Begriff der Punktkugel kénnen wir wie folgt verallgemeinern:

.Definition 4. Einen Zylinder, den man als Menge aller Verbindungsge-
raden eines absoluten Fernpunktes S auf der absoluten Geraden f mit
‘allen - Punkten einer vollstandig zirkulare Kurve n-ter Ordnung in einer
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den Punkt S nichtenthaltenden isotropen Ebene erhalt, bezeichnen wir
als Punktkugel n-ter Ordnung des galileischen Raumes G3. Den Punkt
S bezeichnen wir als Spitze der Punktkugel.

Solche Punktkugeln sind offensichtlich Zykliden n-ter Ordnung
des galileischen Raumes G3.

5. Da eine Zyklide 3. Ordnung ¢ im galileischen Raum G5 nur die
Punkte auf der absoluten Geraden f als Fernpunkte besitzt, kann man
ihre Glelchung in der Form

(2) ¢... PP(2)+Ay* + B2+ Cyz+y-r'(z)+2-s*(z) =0
schreiben, wobei p*(z) ein normiertes Polynom 3. Ordnung ist, und

ri(z), s'(z) zwei beliebige lineare Polynome bezeichnen.
Es sind hier zwei Hauptfille zu unterscheiden:

HAUPTFALL I: In der Gleichung (2) ist mindestens einer der
Koeffizienten A, B, C von Null verschieden.

Wir werden zunichst ganz allgemein voraussetzen, daf} alle drei
Koeflizienten von Null verschieden sind, also

(3) ABC #0

gilt. Die Schnittkurve einer Fliache (2), fiir welche (3) gilt mit einer
euklidischen Ebene = = konst besteht offensichtlich aus der absoluten
Geraden f und einen Kegelschnitt k. Die Gleichung des Kegelschnitts %
erhalten wir durch Einsetzen von z = konst in die Gleichung (2). Man
ersieht leicht, daf} alle diese Kegelschnitte k (fiir verschiedene Werte z)
die absolute Gerade f in den Punkten

(4) Diy... (0:0:2B:—C++/C? —4AB)

schneiden. Man zeigt auch leicht, daf} die Mittelpunkte dieser Kegel-
schnitte k& auf einer Geraden g liegen. Die Gleichung der Geraden g
lautet in Parameterform (wenn z den Parameter bezeichnet)

C-s'z)—-2B-ri(z)  C-rl(z)—24 s (z)
&) v=""gB—e *T  aB-0*

Es gilt also der
Satz 2. Fir eine Zyklide §. Ordnung ¢((2)), fur welche (3) gilt, ist
die absolute Gerade f eine einfache Gerade. Die Zyklide hat in den

Punkten D, 5 zwei reelle, konjugiert-kompleze oder einen uniplanaren
Knoten, je nach dem C* —4AB = 0.
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Schneiden wir die Zyklide ¢((2)) mit einer isotropen Ebene
(6) az +by +ecz+d =0,

so ist die Projektion !’ der Schnittkurve [ in die [zy]-Ebene eine Kurve
3. Ordnung, deren Gleichung von der Form

(7) U'... @)+ My*+y-u'(z)=0

ist, wobei ¢®(z) ein normiertes Polynom 3. Grades und u'(z) ein lineares
Polynom bezeichnet. :

Es ist leicht zu zeigen, daf} diese Kurve [’ eine vollstandig zirkulare
Kurve 3. Ordnung der isotropen [zy]-Ebene ist, und zwar eine divergen-
te Parabel (vgl. [4]). Eine solche Kurve hat bekanntlich im absoluten
Punkt einen Inflexionspunkt mit der absoluten Geraden als Inflexions-
tangente. Daraus ergibt sich, dafl die Zyklide (2) die absolute Gerade
f als Inflezionsgerade hat. Die Fernebene w berithrt und schneidet zu-
gleich die Zyklide ¢(2) langs der absoluten Geraden.

6. Wir betrachten weiter einen interessanten Sonderfall der Zykliden
des Hauptfalls 1.

Sonderfall I;: A= B #0,C =0.

Die Gleichung der entsprechenden Zyklide ¢ lautet nun
(8) ... @)+ AW+ +y ri(e)+ 28N (z) =0,
Jede euklidische Ebene schneidet eine solche Zyklide aufler f noch in
einem, euklidischen Kreis

1 1
0 et TPy S ) = 0
Die Mittelpunkte aller dieser euklidischen Kreise liegen auf einer Gera-
den
ri(z) s'(z)
1 e Y= = .
(10) g:-Yy="51 = 54

Eine euklidische Drehung des galileischen Raumes G3 um eine
Achse g ist eine einparametrige stetige Bewegungsgruppe des galile-
ischen Raumes (3, bei welcher eine eigentliche nichtisotrope Achse ¢
aus lauter Fixpunkte existiert. Die absolute Gerade f bleibt hierbei
ebenenweise fest. Die Bahnkurven sind euklidische Kreise in den euk-
lidischen Ebenen des galileischen Raumes G3, deren Mittelpunkte auf
der nichtisotropen Achse g liegen, die wir als Drehachse bezeichnen wol-

len (vgl. [6]). Man schliet daraus, dafl die Zyklide (8) eine Drehzyklide
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. Ordnung ist, die durch eine euklidische Drehung um die Achse (10)
erzeugbar ist. :

Wir konnen weiter die Gleichung (8) der Zyklide ¢ mittels einer
galileischen Bewegung auf der Normalform

(11) Aly* +2%) +p*(z) = 0.
transformieren. Die Drehachse ist nun die z-Achse des Koordinatensys-

tems. Schneiden wir diese Zyklide mit der Meridianebene z = 0, so
erhalten wir die Gleichung des Meridians in der [zy]-Ebene in der Form

(12) Ay + () =0,

Man ersieht leicht, daf8 dies eine divergente Parabel mit der z-Achse als
Symmetrieachse ist. Damit gilt der ,

Satz 3. Die Zykliden 3. Ordnung (8) des galileischen Raumes Gs vom
Hauptfall I mit A = B # 0, C = 0 sind Drehzykliden des Raumes
Gs, die durch eine euklidische Drehung einer divergenten Parabel um
ihre Achse entstehen. Dies sind die einzige Drehzykliden 3. Ordnung
des galileischen Raumes Gj.

7. Sonderfall I;: Wir betrachten nochmals die Kegelschnitte &
welche die euklidischen Ebenen aus der Zyklide ¢((2)) als Restschnitte
herausschneiden. Dazu setzen wir in (2) = = konst. Dieser Kegelschnitt
« zerfallt bekanntlich dann in zwei Geraden, wenn

A % ri(z)
9 B 51(.'13) - 0
ri(z) s'(z) pP(x)

gilt. Wenn noch zuséatzlich

(13) A=

A £ 1
2= AB — -C*=°

£ B 4

erfullt ist, so zerfallt der Kegelschnitt « in zwei parallele isotrope Ge-

raden. Beachtet man (14), so ergibt sich aus (13)

(15) | st(z) = j:\/%- rt(z).

Wenn also die Bedingungen (14) und (15) gelten, so zerfillt der Ke-
gelschnitt x in der euklidischen Ebene z = konst in zwei parallele Ge-
raden. Man sieht weiter: Gilt (14) und (15) fir eine bestimmie Ebene
z = koust, dann gilt dies fir alle euklidischen Ebenen.

(14) A=
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Alle Geraden der Fliche ¢ in den erwahnten Ebenen gehen nach
(4) durch den absoluten Punkt

(16) S...(O:O:l:—%)

Wegen der Realitat solcher Flichen miissen die Koeffizienten A und B
in (16) das gleiche Vorzeichen haben. Daraus folgt der

Satz 4. Eine Zyklide $((2)), die die Bedingungen des Hauptfalles I,
und moch (14) und (15) erfillt, ist eine Punktkugel 3. Ordnung mit
der Spitze von (16) gegebene 5. Man kann sie erhalten als Menge der
Verbindungsgeraden aller Punkte einer divergenten Parabel in einer (S
nicht enthaltenden) isotropen Ebene mit dem absoluten Punkt 5.

HAUPTFALLII: A=B=C=0.

8. Setzen wirin (2) A = B = C = 0, so erhalten wir die Gleichung
(17) Y... pa)t+y-ri(e) +2 s (z) =0,
wobei p®(z) ein normiertes Polynom 3. Grades ist und r!(z) und s'(z)
Polynome von hichstens 1. Grad bezeichnen. Aus der Gleichung (17) ist
ersichtlich, daB die Zyklide ¢ die absolute Gerade f als Doppelgerade
besitzt. Jede euklidische Ebene schneidet diese Zyklide aufier in f noch
in einer Geraden. Die Zyklide 1 der Gestalt (17) ist also eine Regelfliche
$. Ordnung.  Hier kénnen wir zwei Sonderfalle unterscheiden, je nach
dem die Polynome r!(z) und s'(z) vom Grad 1 oder 0 sind.

9. Sonderfall Ii;: Es sei mindestens eines der Polynome r*(z) und
s'(z) vom 1. Grad. Da wir

pi(e) =r'(z) u'(z) + &
s (z) =rl(z) - 1+ m,

schreiben kénnen, wobei u?(z) ein Polynom 2. Grades ist, so konnen

wir die Gleichung (17) der Zyklide ¢ in der Form
(19) ... ()i (z)+y+ilz]+mz+k=0

ansetzen, wobei x ... u?(z)+y+ [z = 0 eine Punktkugel x 2. Ordnung
des galileischen Raumes G3 mit der Spitze

(20) TO:0:—-1:1)

ist. Schneiden wir die Zyklide ((17)) mit der Ebene z = —7%, die
parallel zu der [zy]-Ebene ist, dann erhalten wir als Projektion dieser

(18)
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Schnittkurve in der [zy]-Ebene:

k
0. .2 LA
ri(z)-u(z)+y lm 0.

Die Schnittkurve besteht daher aus einer zur y-Achse parallelen Gera-
den ‘

.
1 —_— - —
r(z) =0; z=——
und ejnem isotropen Kreis
k k
2 — l——- = = ——.
(21) u“(z) +y — 0, z -

Jede Ebene zy = konst schneidet die Zyklide ¥((19)) in einer Geraden
mit dem Fernpunkt P(0:0:[-r(z)+m : —r'(z)). Jede dieser Ebenen
schneidet auch den Kreis (21) in einem Punkt Q(zo). Damit haben wir
eine projektive Abbildung P +—— @ hergestellt und die Verbindungsge-
raden P(Q sind die Erzeugenden der Zyklide ((17)). Damit haben wir
bewiesen (vgl. auch [2]) den
Satz 5. Die Regelzyklide 1((17)) ist eine cayleysche Fliche 3. Ordnung
mit der absoluten Geraden als Doppelgeraden.

Schneiden wir nun die Zyklide ¥((17)) (Sonderfall II; ) mit einer
beliebigen Ebene

(22) o... ar+by+ecz+d=0,

so erhalten wir die Gleichung der Projektion «' der Schnittkurve & in
die [zy]-Ebene:

(23) k... P(z)+y-7(z)=0.

Dabei ist

1

d
7 (z) = p’(z) — Ze. s'(z) — = s'(z) und 7(z) =rl(z)— g - 81 (z).
¢ c
Da es auch p°(z) = 7 (z) - ¢*(z) + K = 0 gilt, kann man die Gleichung
'(23) auch in der Form .
(24) 7 (2)lg*(z) +y] + K =0 |
schreiben. Die Kurve &' und damit auch die Schnittkurve & der Zyklide
¥((17)) mit der Ebene « ist daher ein Tridens 3. Ordnung (vgl. [2], S.
181).
Satz 6. Die Fernebene w ist die einzige Torsalebene der Zyklide 1((17))
und der Punkt T((20)) ist der einzige Kuspidalpunkt dieser Fliche.
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10. Sonderfall ll;: s'(z) = [ - r'(z). Schneiden wir die Zyklide
#((17)) mit einer euklidischen Ebene z = konst, so schneidet diese
Ebene die Zyklide 3 aufler in der absoluten Geraden f noch nach einer
Geraden, deren absoluter Fernpunkt F(0: 0 : s'(z) : —r'(z)) ist. Gilt
noch

(25) st(z) = 1-m'(z),
dann hingt die Lage des Punktes F' nicht von z ab, d.h. alle Erzeugen-
den der Zyklide ((17)) haben denselben Fernpunkt F'. Unter Beach-
tung von (25) konnen wir nach (18) (m = 0) und (19) die Gleichung
der Zyklide v in der Form
(26) ... r@)u(e)+y+l]+k=0
schreiben. ’ ' ‘
Zusammenfassend gilt:
Satz 7. Die Regelzyklide 1)((26)) ist eine Punktkugel 3. Ordnung, die
man als Menge aller Verbindungsgeraden einer in einer isotropen Ebene
liegenden Tridens 3. Ordnung mit einem absoluten Punkt erhalten kann.
Anderseits ist die Regelzyklide 1¥((26)) eine Potenzprodukifliche einer
Punktkugel 2. Ordnung und einer euklidischen Ebene.
Sonderfall 1l3: r!(z) und s'(z) sind Polynome vom Grad 0, also
Konstanten: r1(z) = m; s'(z) = n. Die Gleichung der Zyklide x ist
daher im Sonderfall II3 von der Form

(27) X-.. p(z)+my+nz=0.

Schneiden wir diese Fliche y mit einer beliebigen Ebene a((22)), so
erhalten wir als Gleichung der Projektion ' der Schnittkurve x in die
[zy]-Ebene

(28) k... ﬁs(m)+<m—§ﬁ>y—0
wobei
. _na, _ne
P(e) = p(e) ~ e - O

ist. Die Kurve «'((28)) und damit auch die Kurve & ist eine kubische
Parabel.
Eine beliebige eukhdlsche Ebene z = konst schneidet die Zykhde
x((27)) (aufler in f) noch nach einer Geraden my + nz +5°(z) = 0.
" Diese Gerade schneidet die absolute Gerade f im Punkt

(29) - T(0:0:—n:m).
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Da die Lage des Punktes T nicht von z abhingt, gilt:

- Satz 8. Die Zyklide x((27)) ist eine Punktkugel 8. Ordnung mit der
Spitze T((29)). Diese Punktkugel erhalten wir als Menge aller Verbin-
dungsgeraden des Punktes T mit allen Punkten einer kubischen Parabel
in einer isotropen, T nicht enthaltenden Ebene.
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