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Zusammenfassung: Der vorliegenden Untersuchung liegt ein neuer hoch-
gradig iibergeschlossener Raummechanismus zugrunde, der eine der zwei mog-
lichen Verallgemeinerungen des bekannten ,, Heureka”-Octaeders reprisentiert.
Infolge der Ubergeschlossenheit gehért dieser Mechanismus zu den sogenann-
ten ,,paradoxen Mechanismen”, flir die die topologische Struktur-Formel von
Kutzbach Starrheit voraussagt, die aber, dank besonderer Abmessungen, sich
als beweglich erweisen. Ziel der Arbeit ist der Nachweis der Beweglichkeit des
allgemeinen, dreifach plansymmetrischen Oktoids, die Ermittlung der relati-
ven Ubertragungsfunktionen, und schlieilich die Bestimmung und Diskussion
der relativen Punktbahnen der acht starren Korper, aus denen der Mechanis-
mus in der Hauptsache besteht.

Einleitung

Wegen des besonderen Aufsehens das das grofie bewegliche Okta-
eder bei der ,Heureka”-Ausstellung 1991 in Ziirich erregte, ist der eigen-
artige Mechanismus, der ihm zugrunde liegt, seither mehrfach Gegen-
stand von wissenschaftlichen Untersuchungen gewesen [13,14,18,7]. Die-
ser ungewohnliche Mechanismus steht in engem Zusammenhang mit
dem von dem Architekten R. Fuller Buckminster 1947 erdachten ,Jit-
terbug” [5], einem Mobile der Art Cinétique. D. Dreher hatte 1974 die
Idee, die Kugelgelenke des Jitterbug durch V-Férmige Doppel-Drehge-
lenke (Vee-pins) zu ersetzen [12], wodurch aus dem hochgradig bewegli-
chen Jitterbug ein Mechanismus mit Zwanglauf entstand. Fir die grofl-
mafstabliche Verwirklichung eines beweglichen Oktaeders, als attrakti-
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ves Schaustiick der Heureka Ausstellung in Ziirich — ausgefithrt von der
Firma Bolliger—Maillard — hat sich C. Schwabe besonders eingesetzt.
Das Oktaeder besteht im wesentlichen aus acht gleichseitigen Dreieck-
platten die durch sechzehn V-férmige Doppel-Drehgelenke verbunden
sind. Geometrisch gesehen enthilt es nur einen einzigen Systemparame-
ter, die Seitenlange der Dreieckflichen. Eine erste Verallgemeinerung
des Heureka-Polyeders stellt der ,Drehturm” dar, dessen Geometrie
und Dynamik in zwei Arbeiten des Verfassers [15, 16] ausfithrlich dar-
gestellt sind. Die Geometrie des Drehturms ist durch zwei Systempara-
meter festgelegt. Wenn die doppelten Drehgelenke durch entsprechende
Schraubgelenke ersetzt werden, erhilt man einen Schraubturm, dessen
Kinematik in einer weiteren Arbeit des Verfassers [17] dargestellt ist.

Das Oktoid, das in der vorliegenden Arbeit behandelt wird, stellt
wahrscheinlich die grofitmogliche Verallgemeinerung des Heureka Ok-
taeders dar. Es besteht aus acht gleichen Dreieckplatten mit beliebiger
Dreieck-Grundfliche die durch drei Typen von Doppel-Drehgelenken
(mit nur zwei frei wahlbaren Offnungswmkeln) verbunden sind. Die
Geometrie des zwanglaufig beweglichen Oktoids legen demnach fiunf
Systemparameter fest.

Das an den Koordinatenflachen sich abstiitzende
Dreieck

Werden drei Punkte eines starren Korpers auf je drei starren,
krummen oder ebenen Flichen gefiihrt und dabei die Richtung ei-
ner, nicht in der Ebene die die drei Punkte bestimmen, liegenden,
korperfesten Geraden beibehalten, dann ist der Korper mit einem Frei-
heitsgrad beweglich. Ein Dreieck beriithre mit seinen Eckpunkten 1, 2, 3
die entsprechenden Koordinaten-Ebenen (Y, Z),(Z,X),(X,Y) des Ko-
ordinatensystems (O;Ex,Ey,Ez) (Bild 1). Mit dem Dreieck fest ver-
bunden seien die beiden Koordinatensysteme (0;ng,ny,n;) und
(0; €., ey, e;). Mit den (transponierten) Vektor-Matrizen

(1) L = [EX7EYaEZ]: H = [nz.,ny,nz], QT = [e-'heyaez],
sowie den Fuler-Maitrizen Ay, Ag, Ay
cosyp siny O 1 0 0
Ay, =|—siny cosyp 0|, A4g= |0 cosf sinb |,

0 0 1 0 —sinf coséb
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cos¢ sing 0

Ay=|—sing cos¢ O0Of,
0 0 1
und der Matrize U:
0 -1 0
2) u=|-1 0o o],
0 0 -1

konnen die Zusammen-
hange zwischen den
Einheitsvektoren der
verschiedenen Koordi-
naténsysteme mit

A:A¢'AO'A_¢

und
AT — A—l
bzw.
Ut=vu
in der folgenden Weise
Bild1 ' dargestellt werden:
(3) n=AE=Ue=E=A"Ue, e=UAE.
Die beiden Winkel 6 und 1 bestimmen den Einheitsvektor n, = —e, =

= N; in (O;Ex, Ey,Ez). Will man die Richtung von n, festhalten, so
muf dafiir gesorgt werden, dafl die Winkel oy, @2 und a3 (Bild 2), die
n, mit den entsprechenden Koordinatenebenen (Y, Z),(Z,X),(X,Y)
einschlieBlt, unveranderlich sind. Diese Winkel sind nicht unabhangig
voneinander, sie geniigen der Bedingung

2 2 2
(4) (sin %1—) + (sin %2-) + (sin %) =1 bzw. =
(5) cos a3 + cos ag + cosaz = 1.

Die Winkel a1,as und as legen die beiden Eulerwinkel 6 und (Bﬂd
3) fest. Aus § = 7/2 — a3 /2 folgen:
(6) _ sin @ = cos %, cosﬂzsingi,

2




246 K. Wohlhart

[\

EX
Bild 2 Bild 3
und die Koordinaten von k = Eszi:eﬂ" in (O;Ex,Ey,Ez) liefern fiir :
sin St —sin &2
o 2 _ 2
(7) Sll'l'(p = cos %g’ COS’(,b = F—o—;ﬁ‘

Die resultierende Matrix ATU ist damit nur mehr eine Funktion des
Winkels ¢. Das Dreieck ist, wenn es mit den Ecken die Koordinaten-
ebenen (Y, Z7),(Z,X),(X,Y) beriihrt, unter der Voraussetzung n, =
= konst, mit einen Freiheitsgrad beweglich, seine Lage mit dem Winkel
¢ bestimmt. Zur Festlegung aller mit dem Dreieck verbundenen Punkte
soll im folgenden das Koordinatensystem (o; e, ey, e,) verwendet wez-
den. Der Ortsvektor eines mit dem Dreieck fest verbundenen Punktes P,
bzw. die Ortsvektoren der Eckpunkte des Dreiecks seien in (o0; €;, €y, €;)
gegeben durch ihre Koordinaten-Matrizen

(8) ET = [m,y,z], £’1T = [m17y170]7 Q;F = [$25y2’0]7 E;r = [$3ay370]-

Thre entsprechenden Koordinaten-Matrizen in (O; Ex, Ey,Ez) ergeben
sich mit (3) und dem (zunachst unbestimmten) Translations-Vektor T
zu: ‘

X=T+x=>E=T'E+z'e=T"E+z UAE=
(9) =(T+A"Uz)"E =
>X=T+A"Uz, bzw. X, =T+A Uz,
Den Translations-Vektor bestimmen die drei Berﬁhrbedingungen

(10) ExoX;=0, EyoX;=0, und Ezo0X;3; =0.
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Mit Ex = [1,0,0], E} = [0,1,0], E} = [0,0,1] und (9) erhilt man
daraus fiir die Koordinaten von T in (O;Ex,Ey,Ez):

(11) Tx =-EXxA'Ugz,, Ty = -EyA"Usz,, Ty =-ELA Uz,
und damit ergeben sich die Bahnen der Eckpunkte zu:

Xo=ExA"U(z, —21), Yo=ELATU(z, - z,),

12
( ) Zoz - E}_A_T.ZZ(EQ _2-3)7 a = 172737

oder ausgeschrieben in Koordinaten:

X1 =0
1
1= P 221 {[(931—532)8111 %—l—(m—yz)sin %sin %] sin ¢+
+ [—(yl —Ya)sin %4‘(1‘1 —z3)sin 223 sin %] cos ¢}
a
Z1 =—cos 73’_{(.’131—.'173)51.111 ¢+(y1—ys)cos ¢}
: 1 ;
Xy = cos %1 {[(ml*ﬂ:z)sin %—(yl-yz)sin %l—sin —C;—3] sin ¢+
+ [—(y1~yz)sin %—(fcl—mz)sin %lsin %] cos qB}
(13) Y;=0
a
Zy =—cos ~23{($2-.7:3)sin ¢+ (y2—ys) cos p}
1
X3 = cos % {[(501—333)5111 E;—2-(?;1—3/3,)5111 %l—sin —O;—g] sin ¢+
+ [—(y1 —y3)sin %—(wl —z3)sin 92—1 sin %3] cos ¢} ,
1
Y; = oS gzi {[—(mz—wa)SiIl %—(yz—yg)sin 222— sin 923] sin ¢+
+ [(yz—yg)sin ﬂ—(.7:2—;::3)sin 22 sin ﬁ] cos gb}
2 2 2
Z3 =0.

Demnach sind die Eckpunkt-Bahnen zentrisch liegende Ellipsen (Bild

4). Dies 148t vermuten, daf} jeder mit dem Dreieck festverbundene Punkt
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Bild 4 Bild 5

in (O;Ex,Ey,Ez) eine Ellipse beschreibt, d.h. dafl die Bewegung des
Dreieckskorpers eine Darbouxsche Bewegung [6] ist, bei der samtliche
Punkte sich in nicht zueinander parallelen Ebenen bewegen und da-
bei Ellipsen beschreiben. Tatsachlich bestatigt sich diese Vermutung.
Ein Punkt P mit der Ortskoordinaten-Matrize z in (0;€,,€ey,€;) be-
schreibt in (O; Ex,Ey,Ez) eine Kurve, die gegeben ist durch (9). Mit
den Komponenten von T gemaf (11) erhélt man aus X = T + AT_U_' T
mit den Abkurzungen

Xo = —zsin 9‘2—1, Y, = ——zsingzl, Zo = —zsin%

A = coslgzé {(y —yﬂsin%E + (z —:cl)sin%sin %i}

Ay = cosl% {—(y—yz)sin%l— + (z — mz.)sin%sin %3—}
(14) A3z = —(z — z3) cos %3,

B, = CO:% {—(m —:zrl)sin%3 +(y—y1)sin%lsin 223}

By = Coslas {(x _932)5111% +(y—y2)sin%sma2—3}

2

o
B3 = —(y — Y3 ) COS —2—3,
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fir die Komponenten von X die folgenden Funktionen von ¢:
X(¢) = Xo+ Aj cosd + By sin ¢

(15) Y(¢) =Y, + Az cos ¢ + Bysing
Z(qﬁ) = Zyp+ Ascosd + Bzsing.

Die geschlossene Raumkurve (15) schneidet eine beliebige Ebene in ge-
nau zwei Punkten und stellt demnach eine schrig im Raum liegende
Ellipse, mit den Mittelpunkts-Koordinaten Xo, Yy, Zo dar (Bild 5). Die
ersten drei Gleichungen von (14) zeigen, dafi die Mittelpunkte aller
Ellipsenbahnen auf einer festen Geraden liegen. Diese Gerade ist pa-
rallel zur Normalen der Dreieckfliiche und der Abstand des Ellipsen-
Mittelpunktes von O ist, unabhiangig von den Punktkoordinaten z und
y, gleich der Koordmate z. Die Elimination von ¢ aus (15) ergibt fiir
die Ellipsenebene

(A3 By — AB3) (X — Xo) + (—A3B; + A1 B3)(Y — Yo)+
: +(A2.Bl — Ale)(Z — Zo) = O,

deren Normale iiber (14) von den Punktkoordinaten z,y, z abhangt, al-
so von Punkt zu Punkt verschieden ist. Mit (15) und den Abkiirzungen

(17) hi = A} + A} + A, 2(A1B; + A3 B, + A3 B;), B? + B2 + B2
erhalt man fiir den Abstand a = /(X — Xo)? + (Y — Y)2 + (Z — Z)?
den Ausdruck: '

(18) a = v/hi(cos $)2 + hy(cos ¢)(sin @) + hs(cos ¢)2.

Aus d(a)/d¢ = 0 findet man fiir die kaelparameter d1e den Schei-

telpunkten zugeordnet sind:
hay
(19) ¢1 = arctan %’, ¢o = arctan ——2

(16)

ha
1 h3 +_

womit iber (15) die Koordinaten der Scheitelpunkte und mit (18) die
Halbmesser der Ellipse bestimmt werden kénnen.

Die Winkelgeschwindigkeit des Dreieckes in der durch den Winkel
¢ bestimmten Lage ist richtungskonstant und gegeben durch

(20) w= n,¢ = —e,¢.

Die Komponenten von w in (O; E}(,Ey,Ez) bzw.in (o;e;,ey,e. ) konnen
natiirlich auch der orthogonalen Matrize (UA)T (UA) baw. (UA)( UA)T

entnommen werden. Mit der Geschwindigkeit des Koordinatenur-
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sprungs von (0; ez, ey, €;)

- . dT.
T=—
kann die Steigung der momentanen Schraubbewegung
Tow
(22) P=ow’

berechnet werden und die Lage der momentanen Schraubachse ist fest-
zulegen durch den Ortvektors q bzw. Q = g+ T des Punktes ) durch
den sie hindurchzielt:

03 wx T

(23) A=y

Da die Richtung von e.(= —n,),
und damit auch die Richtung von
w unveranderlich ist, mufl sowohl
das bewegliche wie auch das fes-
te Axoid eine Zylinderfliche sein.
Nach Darboux [6] sind diese Fli-
chen sich innen berithrende Kreis-
zylinder, und der Durchmesser der
bewegten Schraubflache ist halb so
grof} wie der Durchmesser der fes-
. ten [4]. Im vorliegenden Fall ver-
Bild 6 lauft die Achse des festen Zylinders

durch den Ursprung des Koordinatensystems (O; Ex,Ey,Ez). Dem-
nach sind die beiden Axoide bereits vollstandig zu bestimmen, wenn
man nur den Punkt @ der einer bestimmten Dreieckslage entspricht,
kennt. Die Projektion der Axoide in der Richtung von e, zeigt Bild 6.

Das Oktoid

Fir das mit seinen Spitzen die Koordinatenflichen bertihrende
Dreieck im vorstehenden Abschnitt wurde angenommen, dafl seine Fla-
chennormale konstant ausgerichtet bleibt. Dies 148t sich auf verschiede-
ne Weise realisieren; eine Moglichkeit besteht z.B. darin, dafl man eine
kinematische Kette mit zwei Schubgelenken und einem Zylindergelenk
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Bild 8

zwischen die Koordinatenebene (XY') und die Dreiecks-Flachennormale
einfiigt. Eine andere Moglichkeit wird im folgenden aufgezeigt.
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Nehmen wir an, das Dreieck 1
werde an den drei Koordinaten-
ebenen gespiegelt (Bild 7) und die
so entstandenen acht Dreiecke
1,2,3,4,5,6,7,8 werden mittels
zwolf Doppel-Drehgelenken ver-
bunden, deren Achsen mit den
Flachennormalen der Dreiecke,
die sie verbinden, zusammen-
fallen. Je vier von den zwdlf

Doppel-Drehgelenken  miissen

demnach die Winkel aq,as, a3
einschlieflen. In Bild 8 sind die
Flachennormalen N; (i=1-+6)
der acht Dreiecke in den Ge-
lenkpunkten eingezeichnet, Bild
9 verdeutlicht ihren wechselsei-
tigen Zusammenhang. N; ist
dabei mit n, zu identifizieren.

Offensichtlich kénnen die Dreiecke auch in der Richtung ihrer Flichen-
normalen beliebig versetzt werden. Wahlt man fiir jedes Dreieck die

Bild 10

gleiche Versetzung, dann er-
hilt man den in Bild 10
bzw. Bild 11 dargestellten
Mechanismus, den wir ,,Ok-
toid” nennen wollen. Die-
ses dreifach plansymmet-
rische Oktoid enthalt sieben
frei wahlbare Systempara-
meter: die drei Seitenldngen
der Dreiecke, die drei Win-
kel der Doppelgelenke (die
aber Gleichung (5) erfiillen
miissen), die innere Dreieck-
Versetzung und schlieflich
die Plattendicke. Fur das
Oktoid sagt die Kutzbach-
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Formel [10] Starrheit voraus, dank der besonderen Geometrie aber er-
weist sich das Oktoid als mit einem Freiheitsgrad beweglich. Das Oktoid
besitzt fiinf Fundamentalschleifen (s = 5), und die Summe der vorge-
sehenen relativen Freiheitsgrade ist > f = 12 x 2 = 24, womit aus der
topologischen Strukturformel F' = 3" f — 65 fiir den globalen Freiheits-
grad F' = —6 erhalten wird. Die Kutzbachsche Strukturformel liefert
also, auf den siebenfach iibergeschlossenen Mechamsmus angewendet,

ein falsches Ergebnis.

z
}

Bild 11

Der Nachweis, dafl das Oktoid in Wahrheit ein zwangslaufiger Me-
chanismus ist, kann erfolgen, indem man nachweist, daB es in jeder Lage
infinitesimal mit einem Freiheitsgrad beweglich ist. Fiir jede der fiinf
Fundamentalschleifen kann mit Hilfe der relativen Winkelgeschwindig-
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keiten bzw. der relativen Geschwindigkeiten, die die Gelenke zulassen,
als Schliefbedingung eine Motorgleichung formuliert werden, die zusam-
mengefafit in die Form einer homogenen Matrizengleichung geschrieben
werden kann. Die Matrix dieser Gleichung ist die lokale Jakobi-Matrix
mit der Dimension 6s % ), f. Der Rangabfall der lokalen Jakobi-Matrix,
oder gleichbedeutend die Dimension (genauer gesagt der Rang) des
Kernraumes dieser Jakobi-Matrix, gibt dann den Grad der infinitesima-
len Beweglichkeit des Mechanismus in der gebebenen Position an [1].

Im folgenden sollen die Doppelgelenke als binare Glied-Korper des
Oktoids aufgefafit werden. In diesem Sinne besteht dann das Oktoid
aus 12 bindren und 8 ternaren Gliedern die 24 einfache Drehgelenke
miteinander verbinden. Mit w,g|q, der relativen Winkelgeschwindigkeit
des Gliedkorpers af gegentiber dem Korper a um die relative Drehachse
die durch den Ortsvektor S, und den Richtungsvektor N, {Bild 12)
gegeben ist, ist die Relativbewegung von af gegen o gegeben durch
den auf den Koordinatenursprung O bezogenen relativen Geschwindig-
keitsmotor [11]:

(24)

_ waﬂ]aNa . _ Noz RN
Vaﬂ[a B waﬁlaNoz X (_Saﬂ)] N [Saﬂ X Na} wa‘ﬁ|a - Nawaﬁlm

worin N, den Einheitsmotor der relativen Drehachse bezeichnet. Der
Geschwindigkeitsmotor der die Relativbewegung des Gliedes § gegen
a beschreibt, ist, unter Beriicksichtigung von wgjag = —wqap|s, dann
gegeben durch:

(25) Vﬁla = Nawama - Nﬂwalgw.

Da in allen Fundamentalschleifen des Qktoids viermal diese Zweier-
Gruppierung angetroffen wird, sollen die folgenden zwei Matrizen

(26) LﬁZﬂ = {waﬁ|a7waﬂ|ﬂ}, ﬂaﬂ - {_Mou _ﬂﬁ}u

eingefithrt werden, mit deren Hilfe es mdglich wird, die Gleichung (25)
in Matrizenform wie folgt anzuschreiben:

(27) ﬁﬁla - Eaﬁgaﬁ7 bZW' ";QLB = —Maﬂgaﬂ :Mﬁalz‘iaﬂ
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Bild 12

S1:
S2:
Ss:
Sy
Ss:

facher Weise angeschrieben werden.

(28)

bzw. ausgeschrieben:

v,

ﬁ)b)

. geschlossenen

255

Die Dreieckskérper sollen
nun durchlaufend mit den
Ziffern 1 bis 8 bezeichnet
werden, und die Doppel-
gelenke mit einer Doppel-

- Ziffer, enthaltend die Zif-

fern der beiden Dreiecks-
korper (die niedrigere als
erste), die das Doppelge-
lenk verbindet (Bild 10,
Bild 11). Als Fundamen-
talschleifen des Oktoids
seien die folgenden fiinf
kinemati-
schen Ketten gewahlt:

122=3=24=1
2=21=26=>5=2
3=2=>5=8=3
4=3=8=7=4
5=>6=T7=8=35.

Mit (27) konnen nun die SchlieBbedingungen der fiinf Schleifen in ein-

]1207
]3:0)
|5:0v

Sie lauten:
KZ|2 =0,
K4|4 : O)

Nypwig + Noyswys + Nagwsy + Nyqwyy =0
Noypywip + Nyjgwie + Neswes + Nypws, =0

(29)

Njgwyz + Noswsy + Nygwsg + Ngawgz =0

Nyawsy + Nagwez + Ngqwgr + Nyywr, =0
Niewes + Negrwer + Nogwgr + Ngswsg = 0.

Mit der, die unbekannten Winkelgeschwindigkeiten zusammenfa.ssenden

1 x 24-Matrize w:
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(30) @ = |owh|wh|elh|wl| o o eh| el o] b | ol | b
und der lokalen Jakobi-Matrix J
Ny | Ny | Ny, I Ny EETREES
(31) Jd=1|: Ny i I N | Neg | Nga | 0 0
/ Ny I Ly s Ny | Ny | Ny -
e | N | ' [ Ny, No | N

kann der Gleichungssatz (29) in der Form einer einzigen homogenen
Matrizengleichung geschrieben werden:

(32) : Jw=0.

Die 30 x 24-Matrize J, deren strukturelle Besetzheit (31) verdeutlicht, ist
eine Funktion des Lageparameters ¢. Thr Rang bestimmt die Anzahl der
- frei wahlbaren relativen Winkelgeschwindigkeiten. Da (31) mehr skala-
re Gleichungen enthalt als Unbekannte vorhanden sind, ist zunachst
ungewif}, ob (31) iberhaupt Losungen besitzt. Die Durchrechnung aber
zeigt, dafl der Rang von J, unabhangig von ¢, gleich 23 ist, womit
nachgewiesen ist, dafi das Oktoid einen Freiheitsgrad besitzt, also ein
zwangslaufiger Mechanismus darstellt. Die Rechnung zeigt ferner, daf
alle relativen Winkelgeschwindigkeiten gleich grof} sind:

(33) | Wapla T Wlap = ~Whsls -

Dieses Ergebnis kann freilich aus der Entstehungsgeschichte des Ok-
toids, den Dreiecksspiegelungen, unmittelbar gefolgert werden. Zufolge
(33) koénnten im Oktoid samtliche Drehgelenke auch durch Schraubge-
lenke mit in jeder Schleife abwechselnd positiver bzw. negativer, gleich
grofler Steigung ersetzt werden, wobei die dreifache Plansymmetrie des
Schraub-Oktoids bei der Zwanglaufbewegung erhalten bliebe, und sich

nur die Versetzungsmafle b; und b; proportional mit ¢ dndern wiirden.

Die drei Typen von Relativbahnen

Wird einer der Dreieckskorper des Oktoids festgehalten, dann
beschreiben die Punkte der anderen sieben Dreieckskorper verschie-
dene Relativbahnen, die drei Typen zuzuordnen sind. Wenn das Glied
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1 bzw. das mit ihm fest verbundene Koordinatensystem (o; e,, ey, e,)
festgehalten wird (Bild 13, Bild 14), dann beschreiben die Punkte der
Gliedkorper 2, 4, und 6 Raumkurven eines gleichen Typs I, die Punkte
der Glieder 3, 5 und 7 Bahnen des Typs II, und die Punkte des Gliedes
8 schliefllich Bahnen des Typs III. v

BAHNTYPUS I. Bezeichnen wir nun die Koordinanten der mit
dem Dreieck o fest verbundenen Punkte in (O; Ex, Ey,Ez) mit X,
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Y(a); Z(a) und fassen sie wieder zusammen zur Spaltenmatrize X (@)

(34) K'(To'[) = [X(a),Y(a),"Z(a)] o= (1 - 6).

Die Punkte des Dreiecks 2 sind denen des Dreiecks 1 in ein-eindeutiger
Weise durch Spiegelung an der (Y Z)-Ebene zugeordnet. Mit der Spie-
gelungsmatrix

~1 0 0
(35) S,=]0 10
cC 0 1

kann der Zusammenhang der Koordinaten der entsprechenden Punkte
des Dreiecks 2 und des Dreiecks 1 in (O;Ex,Ey,Ez) wie folgt ange-
schrieben werden:

(36) X2y = 52Xy
Mit Gleichung (9) und X ;y = X erhilt man
X gy =5,X =5,(T+AUz).
Der durch X (2) in (0;Ex,Ey,Ez) gekennzeichnete Punkt besitzt in

(0;ez,ey,e;) die Koordinaten z(5), y(2), #(2), das sind die Elemente der
Matrix z,y, die sich aus

37) 2y = UA(-T + 5,(T + AU z))

berechnet. Die Elemente von z ;) sind Funktionen des Positionswinkels
¢, somit bestimmt (37) die Bahnen der Punkte des Gliedes 2 in Bezug
auf das Koordinatensystem (o;e;, ey, e;). Es ist unmittelbar klar, daf
diese auf konzentrischen Kugeln liegen miissen, daf} sie also sphérische
Bahnen sind. Der Mittelpunkt M aller dieser Kugeln ist identisch mit
der Dreieckspitze 1, dessen Ortsvektor mit x; = e;z; + ey,y1 + e,0
gegeben ist. Die Rechnung zeigt, da§ die Punktbahnen einerseits auf
einer Kugel und andererseits auf einem Kreiskegel liegen: die Bahnkurve
(37) ist identisch mit der Schnittkurve der Kugel, deren Radius und
Mittelpunkt gegeben sind durch

(38) R= /(w1 —a) + (1 —y)’ + 2%, @m =21, yu = y1, 2m =0,
mit dem, die Kugel im Punkt Z(y) = z innen berithrenden Kreiskegel,

dessen Achse parallel zur z-Achse ist und dessen Offnungswinkel v und
Spitze S festgelegt sind durch
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.2
¥ = arcsin B

o=z + (21 _m){l- [52::%;1]2}7
(39) [z
| yS:y+(yl_y){1_[51n2}}7

sin -7
Z2g = 2 .

sin «y

Fir Punkte in der Koordinatenebene (zy), d.h. fiir z = 0, entartet
die Kurve zu einer Hippopede [8], der Schnittkurve einer Kugel mit ei-
nem die Kugel innen tangierenden Zylinder. Der Aufrif in Bild 15 zeigt
die Schnittkurve von Kugel und Kegel projiziert in der Richtung einer
der beiden ,horizontalen” Tangenten der Bahnkurve. Die Projektions-
linie der Schnittkurve ist eine quadratische Parabel mit ,horizontaler”
Achse. Da nach (33) die relative Winkelgeschwindigkeit des Doppelge-
lenkes 12 gegenuber dem Glied 1 bzw. die des Gliedes 2 gegeniiber dem
Doppelgelenk 12 gleich grof ist, liegt die resultierende Winkelgeschwin-
digkeit des Gliedes gegeniiber dem Glied 1 immer in der Symmetralen
des Doppelgelenkes. Daraus folgt, daB die beiden Axoide Kreiskegel mit
dem gleichen Offnungswinkel %+ sein miissen (Bild 16). Die Relativbe-
wegung des Oktoidgliedes 2 gegen 1 kann man sich demnach durch das
Abrollen eines mit 2 verbundenen Kegels auf einem gleich grofien, mit
1 verbundenen Kegel, entstanden denken.

BAHNTYPUS II. Die Punkte des Dreieckes 3 sind denen des Drei-
eckes 1 in ein-eindeutiger Weise durch zwei aufeinander folgende Spie-
gelungen an der (Y Z)-Ebene und an der (X Z)-Ebene, zugeordnet. Die
vermittelnde Spiegelungsmatrix ist

-1 0 0
(40) S;=10. -1 0
0 0 1

Damit ist der Zusammenhang der Koordinaten von entsprechenden
Punkten des Dreiecks 3 und des Dreiecks 1in (O; Ex, Ey,Ez) gegeben
durch:

(41) X(z) = §2K(1)-
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N

Bild 15

sphirische Kurven und von denen soll im folgenden ausfithrlicher die

(42)

Mit Gleichung (9) und
X ) =X erhalt man

_X_(g) = 53X =
=S55(L +A'Uz).
Der durch Xy in

(O;Ex,Ey,Ez) gekenn-
zeichnete Punkt besitzt
in (0;eg,ey,e,) die Ko-
ordinaten z(3y, ¥(3), %(3),
die Elemente der Matrix
Z (3, die sich aus

ziy = UA[-T+
+85(T + AU 2)]
ergibt. Die Elemente von
Z(3) bestimmen die Bahn-
kurve jedes beliebigen
Punktes des Gliedes 3
als Funktionen des Posi-
tionswinkels ¢. Wie un-
schwer zu zeigen ist, sind
diese Bahnen -ebenfalls
raumliche Kurven vier-
ter Ordnung, sie weisen
aber im allgemeinen kei-
ne Besonderheiten auf.
Eine Ausnahme bilden
die Bahnen der Punk-
te des Dreieckskorpers
3, die in (o;e;,ey,€;)
den Punkten der (zy)

Ebene entsprechen. Diese
Bahnen sind nichttriviale
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eines starren -Korpers
haben etwa gleichzeitig

R. Bricard [2] und E.
/ ‘Borel [3] in ausfiihrli-

chen Arbeiten behan-

. delt. Die Relativbewe-
S gung des Oktoid-Gliedes
» g \j Y% 3"gegeniiber dem Glied-
T - TITSS korper 1 kann als Son-
O\ derfall einer Bricard-
\ . Borel Bewegung aufge-
N fait werden. Die sich
a - aus (42) errechnenden

! Elemente von z;, kon-
' nen in der folgenden
Weise dargestellt wer-

Bild 16 den:
T(3) = Tm + kcos ¢ + rcos(2¢ — p)
(43) Y(3) = Ym + ksin ¢ + rsin(24 — p)
z(3) = ko + hcos(¢ — A).
Die hierin auftretenden Groflen sind einerseits Funktionen der System-
Parameter, dariiber hinaus enthalten r, p, A und )\ die Koordinaten z

und y, und die Gréfien k und &y sind direkt proportional zur Koordinate
z. Demnach vereinfacht sich (43) fiir die Punkte der (zy)-Ebene zu:

___________________

T(3) = T + 7 cos(2¢ — p)
(44) Y(3) = Ym + rsin(2¢ — p)
2(3) — hCOS(gb - )\)

Die Bahnkurve vierter Ordnung die die Gleichung (44) in Parameter-
form beschreibt ist eine Hippopede [8], die Schnittkurve einer Kugel
- mit einem die Kugel innen tangierenden Kreiszylinder (Bild 17). Die
Achse des Kreiszylinders mit dem Radius r ist zur z Achse parallel und
schneidet die (zy)-Ebene in dem Punkt (z.,ym,0). Der Mittelpunkt
M der Kugel mit dem Radius
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ist durch seine Koordinaten in (o;e;, ey, e,) festgelegt:

(46)

TyM =Tm+(R—r)cos(2A—p)
yM =Ym+(R—r)sin(2A—p)
zp =0.

Jedem Punkt in der Basis-
ebene des Gliedkorpers 3
entspricht genau ein Kugel-
mittelpunkt in der Basisebe-
ne (z,y) des festgehaltenen
Gliedkorpers 1.

‘Die zwangslaufige Be-
wegung des Gliedkorpers 3
als Teil des Oktoids kann
daher auch in anderer Wei-
se verwirklicht gedacht wer-
den, namlich dadurch, daf
finf (oder mehrere) Stibe
konstanter Lange zwischen
die ~entsprechenden Punkte
in 1 bzw. 3 kugelgelenkig
eingesetzt werden (Bild 18).
Werden 6 Stiabe in entspre-
chenden Punkten eingefiigt,
dann liegt eine ,singulare
Stewart-Plattform” vor, d.i.
eine Plattform, endlich be-
weglich ist. Die sechs Stab-
achsen bestimmen in jeder
Lage (mindestens) einen line-
aren Komplex.

Bild 17

Blockiert man die Beweglichkeit der Plattform durch einen belie-
bigen, zwischen 1 und 3 eingezogenen weiteren Stab, dann erhalt man
iiber (43) eine algebraische Bestimmungsgleichung fiir den Tangens des
halben Positionswinkel ¢ die vier reelle Losungen zulafit. M. L. Husty
und P. Zsombor-Murray haben kiirzlich einen dhnlicheren, etwas allge-

meineren Fall ausfiihrlich dargestellt [9].
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BAHNTYPUS III. Die Punkte des

Deckkérpers 8 sind den Punkten des

. Basiskorpers 1 ein-eindeutig durch
~ Zentralspiegelung am Ursprung des
Koordinatensystems (O;Ex,Ey,Ez)
zugeordnet. Die dazugehdrige Spie-
gelungsmatrix ist gleich der negati-
ve Einheitsmatrix Sg3 = —I. Damit
~gilt fiir die Koordinaten der entspre-
chenden Punkte von 8 und von 1 in

(O;Ex,Ey,Ez):
(47) X = §8_X_(1)’ =—Xx),
und mit der Gleichung (9) sowie der
Gleichsetzung von X ;) = X erhalt
man dafir

Xy =—(T+AUz).
Der durch X4 in (O;Ex,Ey,Ez)

: gekennzeichnete Punkt besitzt in
Bild 18 (0;€5,€y,e;) die Koordinaten z(g),

Y(s)> z(s), die Elemente der Matrix Z(s) die sich aus

(48) 2y =UA(-T+Ss(T+A"Uz)) = -U AT + AU z))
errechnen zu:
' T(g) = —T + Tmo + 7 cos(2¢ — p)

(49) Y(8) = —Y + Ymo + 75in(2¢ — p)
z(g) = —2z + hcos(¢ — A).

Die formale Ahnlichkeit von (50) und von (43) ist nur eine auflerliche.
Der Unterschied besteht vornehmlich darin, da§ die in (50) auftretenden
GroBen Zmo, Ymo, 7, p, h und A nur von den Systemparametern des
Oktoids abhéngen. Das aber bedeutet, dafi die Bahnen aller Punkte der
Gliedes 8 zu einander kongruent sind und also die Relativbewegung von
8 gegen 1 eine reine Translationsbewegung ist. Dies folgt unmittelbar
auch aus der verschwindenden relativen Winkelgeschwindigkeit von 8
gegen 1:
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(51)  wg;p = (m¢ +n24) — (N2 + n3¢) + (N3¢ + ngg) = 0.
Stellvertretend fiir alle Punktbahnen kann die Bahn des Punktes
in 8 der dem Koordinatenursprung von (o;e;,ey,e,) in 1 entspricht,
diskutiert werden. Es handelt sich wieder um eine Hippopede, der Sch-
nittkurve eines Kreiszylinders (r) mit zu z paralleler Achse, und einer
Kugel (R) die der Zylinder innen beriihrt (Bild 19). Den Kugelradius R
und die Koordinaten des Kugelmittelpunktes bestimmen die Formeln
(45) bzw. (46). Die Bewegung von 8 gegeniiber 1 im Oktoidverband
kann nun aber nicht durch 5, zwischen entsprechende Punkte eingezo-
gene Stabe ersetzt werden; die in jeder Lage gleichgerichteten, gleich-
langen Stabe (Bild 20) wiirden dem Glied 8 zwar eine reine Translati-
onsbewegung aufzwingen, lieflen aber zwei Freiheitsgrade zu..
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