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Abstract: A.geometrical point of view outlines the connections between
the control polyogon of a plane Bézier curve of third order and its shape
(singularities). Many results on such curves appear more obvious treating
with geometric properties of cubic parabolas in 3-space.

1. Einleitung

Ebene Bézierkurven 3. Ordnung sind ebene rationale Kurven 3.
Grades und liefern eine Vielfalt von Formen (siehe etwa H. Wieleitner
[11]), die vor allem durch die Singularitaten gekennzeichnet sind. Um
die einzelnen dieser Typen aber gezielt aus geeigneten Kontrollpolygo-
nen zu erhalten oder zu vermeiden, benotigt man eine genaue Kenntnis
des Zusammenhanges zwischen dem Kontrollpolygon und den Formen
der Bézierkurve selbst. A.R. Forrest [5], Liu, D. und Su, B. [7], M.C.
Stone/T.D. DeRose [9] und C.Y. Wang [10] haben interessante Kriteri-
en fur das Auftreten solcher Singularitaten angegeben und sogenannte
charakteristische Diagramme beschrieben. In der vorliegenden Arbeit
soll eine geometrische Herleitung solcher Bedingungen aus bekannten
Eigenschaften kubischer Parabeln und ebener Kurven 3. Ordnung den
Zusammenhang zwischen diesen Kurven und den schon in [5], [7], [9]
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und [10] gefundenen Resultaten beleuchten.

Auf diese Weise ist es leicht moglich einzusehen, warum die ge-
fundenen Zusammenhinge bestehen: Neben dieser Einsicht ergibt sich
auch eine genauere Aussage iiber die Lage der Singularititen, was be-
sonders im Falle der Doppelpunkte auffallt: Wir kénnen die Beziehung
zwischen dem Kontrollpolygon der Kubik und der Lage des Doppel-
punktes herstellen.

Je zwei Raumkurven 3. Ordnung des projektiv abgeschlossenen
Anschauungsraumes sind projektiv dquivalent (siche etwa H. Brauner
[1b, 195ff.], K. Fladt und A. Baur [4]). Je zwei Bézierkurven 3. Ord-
nung sind sogar affin dquivalent: Es handelt sich dabei um kubische
Parabeln, also um Kubiken, deren Fernpunkte zusammenfallen, sodaf}
die Fernebene Schmiegebene der Kurve in ihrem Fernpunkt ist (siche
E. Miller und J. Krames [8, 229L.]). Dies hat zur Folge, daf jede ebe-
ne Bézierkurve 3. Ordnung als Projektion einer geeigneten Normkubik
gedeutet werden kann. ,

Wir stellen uns den affinen Raum A3z projektiv abgeschlossen und
komplex erweitert vor. Die Koordinaten beziiglich eines affinen Koor-
dinatensystems ¥ = {O; Py, P1, P;} in Aj bezeichnen wir mit (z/y/z).
Das zugehorige projektive Koordinatensystem besitzt den Ursprung O
und die Fernpunkte der Koordinatenachsen als Grundpunkte. Fur ei-
gentliche Punkte X ...(z/y/z) und ihre projektiven Koordinaten
(zo : 21 : 2 : 3) gilt: ’

l:z:y:z=z¢9:21:2Tz2:Z3.

Wir werden diese Koordinatensysteme bei den folgenden Berechnungen
verwenden, aber stets darauf achten, daff die Resultate in affininvarian-
ter Weise gedeutet werden. '
' Das Polygon Py P; P,P; mit Py...(0/0/0), P;...(1/0/0), P,...
(0/1/0), P5...(0/0/1) kann durch eine geeignete Affinitat in jedes be-
liebige nichtebene Viereck iibergefithrt werden.

Die Bézierkurve k, welche durch das Kontrollpolygon Py P; P, P;
(Pi...pi, ©=0,1,2,3) bestimmt ist, hat die Darstellung

3 L 3t(1 —t)?
M x(t) =) (3)a -1 in= (3#(;13— t))

Sie hangt in affininvarianter Weise vom Kontrollpolygon Py P; P, P3 ab.
Jede raumliche Bézierkurve 3. Ordnung ist zu & affin.
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Wir betrachten nun eine
ebene Bézierkurve [ der
Ordnung 3: Ihre Trager-
ebene sei die zy-Ebens
7, ihr Kontrollpolygon
QoQ1Q2Q3. Der Fall, dafl
a‘lle Punkte QO; Qla Q27
\ ()3 auf einer Geraden lie-
NP, - gen, ist nicht von Inte-

‘\ resse. Liegen die Punk-
et | .

. X

R=Q . 03=p3$ te Qo, @1, 2 kollinear,

P -Q, T O so kehren wir die Nume-

rierung um. Liegen neben

Fig. 1 Qo, @1, @2, Q3 auch noch

Eine ebene Bézierkurve als Parallelpro- die Punkte Q1, (2, s

jektion einer raumlichen Bézierkurve 3. kolh'near, so muf} Ql = Qg
Ordnung gelten.

Wir wollen also davon ausgehen, dafi QoQ1 Q> ein Dreieck ist. Ne-
ben der ebenen Bézierkurve [ mit dem Kontrollpolygon QoQ1Q2Q3 be-
trachten wir die raumliche Bézierkurve & (Kontrollpolygon Py Py P2 Ps),
wobei wir Qo = Py, Q1 = P1,Q2 = P, voraussetzen. Eine Parallelpro-
jektion auf die Ebene m = QqQ1Q)2, welche P; in P = Q3 uberfiihrt,
fithrt auch k in [ iiber. [ ist also durch Parallelprojektion der Normkubik
k erhaltlich. Die Sehstrahlrichtung ist durch Q3 P; gegeben: Das Zen-
trum der Parallelprojektion ist der Fernpunkt Z,, welcher als Durch-
stofipunkt der Geraden ()3 P3; mit der Fernebene w gegeben ist. k ist
eine kubische Parabel (sieche E. Miiller und J. Krames [8]). Die Tan-
gentenflache I' der Raumkurve % ist eine algebraische Flache der Ord-
nung 4. Die Ebene 7 ist ebenso wie die Ebene @@, P; eine Schmiege-
bene von k. Dasselbe gilt fiir die Fernebene w. Der einzige Fernpunkt
von k ist gegeben durch

U...(0:3:-3:1).

2. Reduktion der Ordnung

Die Reduktion der Ordnung einer Bézierkurve (sieche etwa J. Ho-
schek und D. Lasser [6, 134]) konnen wir nun geometrisch beschreiben:
Die Parallelprojektion [ einer Raumkurve 3. Ordnung & ist eine ebene
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Kurve 3. Ordnung, es sei denn das Projektionszentrum Z, gehort k
an. Dies ist genau dann der Fall, wenn Z, = U ist, also wenn ()3 die
Parallelprojektion von U aus P; auf die Bildebene 7 ist. )3 muf in
diesem Fall die Koordinaten (z/y/z) = (—3/3/0) besitzen. Der Projek-
tionskegel ist ein Zylinder 2. Ordnung, dessen einzige Fernerzeugende
die Tangente an k im Fernpunkt U ist. Um sie zu bestimmen, schreiben
wir (1) auf einen homogenen Parameter ¢; : g = ¢ um:

x(t) = (83 : 3t1(to — t1)? : 3t3(to — 1) = 13).

Die partiellen Ableitungsvektoren an der Stelle ¢ : ¢ = 0 : 1 span-
nen die Tangente im Fernpunkt auf; sie lauten (0,—3,3,—1)...U und
(0,—2,1,0). Die Gleichung der Fernerzeugenden ist also gegeben durch
zg = 1 + 223 +3z9 = 0. Ihr Schnitt mit der Ebene 7 ist der Fernpunkt
W ... (0:—2:1:0). Affininvariant formuliert bedeutet das (siehe
Figur 2): '

Fig. 2
Reduktion der Ordnung

Satz 1. Sei QoQ1Q2 ein Dreieck in der FEbene n. H sei jener Punkt der
Ebene 7, der QoQ1Q2 zu einem Parallelogramm QoQ1Q2H erginzt. Es
gilt: Das Kontrollpolygon QoQ1Q2Q3 bestimmt genau dann als Bézier-
kurve eine Kurve [ von geringerer als dritter Ordnung, wenn Qs auf der
Geraden QoH liegt und das Teilverhdltnis (Qo, H;Q3) = % bestimmt. [
ist dann stets eine Parabel. Auf der Geraden Q2 H liegt ein Punkt L,
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welcher das Teilverhdltnis (Q2, H; L) = 2 bestimmt. Die Achsenrichtung
von | ist gegeben durch die Gerade QoL

Gegeben seien die Punkte Qo, Q1 in 7. Sucht man zu jedem Punkt
()2 der Ebene jenen Punkt ()3, fiir den das Kontrollpolygon QQ; Q@3
~eine Parabel als Bézierkurve liefert (siehe Figur 2), so erhalt man eine
Punktabbildung der Ebene auf sich. Diese Abbildung ist eine perspek-
tive Affinitat mit der Achse g1 = QoQ:. Eine Anschlufibedingung fiir
Béziersplines legt folgende Aufgabe nahe: Gegeben seien die Punkte
Qo, Q1. Die Gerade g2 sei parallel zu QyQ;. Gesucht sind alle Punk-
te J3, welche in dem oben angegebenen Sinn als Bilder von Punkten
Q2 € g, auftreten.

Die Punkte liegen also auf einer weiteren QoQ:-parallelen Gera-
den g¢3, sodaB (a,qq2;q3) = % gilt. Entsprechende Punkte X; € g, und
X3 € g3 haben parallele Verbindungsgeraden. Je zwei solcher Vierecke
QoQ1X2 X35 und QoQ:1Y>Y; gehen durch eine affine Scherung mit der
Achse a auseinander hervor. Dieselbe Scherung fuhrt die zugehorigen
Parabeln [x und ly ineinander iiber.

3. Spitzen

Die Deutung der ebenen Bézierkurven [ als Parallelprojektion ei-
ner Raumkubik erlaubt auch eine einfache geometrische Beschreibung
jener Kontrollpolygone, die auf Spitzen von [ fithren. Der Schnitt der
Tangentenfliche I' der Kubik %k mit einer Schmiegebene (durch den
Gratpunkt G) von k zerfallt in eine (doppelt zu zihlende) Gerade — das
ist die Tangente in G — und eine Kegelschnittslinie. Zu den Schmieg-
ebenen der kubischen Parabel k¥ gehoren auch die Ebene 7 und die
Fernebene w.

Wir schneiden I' mit 7 und nennen die so entstehende Kegel-
schnittslinie s. Sie wird von allen Spurpunkten der Kurventangenten
von k durchlaufen.

(2) x(t) = (2t(1 - t)/t*/0)

ist eine Parameterdarstellung von s. Daraus erhalten wir die Gleichung
(3) 2 + 4y® + 4zy — 4y = 0. ‘
Es handelt sich um eine Parabel. Der Fernpunkt V ... (0:2: —1:0)
ist der Schnittpunkt der Fernerzeugenden von I' mit der Ebene .

Der Kegelschnitt, der auf I' und der Schmiegebene w (Fernebene)
liegt, heifle k,. Er wird von allen Fernpunkten der Kurventangenten
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von k gebildet. Eine Parameterdarstellung von k, ist
(4) x(t) = (0:1 — 4t 4 3t* : 2t — 3¢* : t%),
eine Gleichung von k, ist gegeben durch

(5) o =0, 22— 3z3—2(2z; + z2)z3 = 0.

Diesen Kegelschnitt, der in der Fernebene w liegt, projizieren wir aus
dem Zentrum P; auf die Bildebene 7. Wir erhalten den Kegelschnitt
kS

© () = ((3t—1t)2(1—.t)/3t;—2/0>7

der auch durch die Gleichung
() 4 —1) = (y+1)2 =0

in 7 gegeben ist. Es handelt sich dabei um eine weitere Parabel.

Die Kurve k selbst besitzt keine Singularitat. Die Parallelprojekti-
on [ der Raumkubik k hat genau dann eine Spitze, wenn eine der Kur-
ventangenten projizierend ist. Dies ist dann der Fall, wenn das Zentrum
Z., auf k, liegt. Jene Tangente von k, welche Z, trifft, ist also zugleich
ein Projektionsstrahl. Thr Spurpunkt ist eine Spitze von . Er liegt auf
der Spurkurve s der Tangentenflache I'. Die Parallelprojektion von Z,
und k, aus P; auf 7 liefert!:

Satz 2. Die Bézierkurve [ in 7 besitzt genau dann eine Spitze, wenn
Qs auf der Parabel kS liegt. Die Spitze liegt dann auf der Parabel s.

Um diese Bedingung fiir die Anwendung brauchbar zu machen,
miissen wir k¢ und s noch koordinatenunabhéngig beschreiben (siehe
Figur 3). Aus den Darstellungen (3) und (7) liest man ab:

s beriihrt Q0Q1 in Q(), QIQZ iﬂ’Qz. .
kS ist ebenfalls eine Parabel, welche Q1 Q2 in Q2 beriihrt. Erganzt man
QoQ2Q1 zu einem Parallelogramm QoQ2Q1 R, so ist R der Bertuhrpunkt
einer weiteren Tangente R();. Die Achsenrichtung ist folglich durch die
Diagonale Q,Qq des angefiihrten Parallelogramms gegeben?.

! Die zy-Ebene entspricht dem in [9] beschriebenen charakteristischen Didgramm.

2Tn [9] heifit es, daB die charakteristischen Diagramme aus Gebieten bestehen,
welche von Kegelschnittslinien und Geraden voneinander getrennt werden. Die oben

angestellten Uberlegungen manchen klar, warum dies so ist.
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Fig.'3

Die Kegelschnittslinien k;, und s.

Wahlt .man also @3 auf
kS, so besitzt [ eine Spit-
ze auf s. Der Punkt @
teilt diese Parabel in zwei
Abschnitte. Damit die Spit-
ze im fur eine Bézierkurve
interessanten Parameterbe-
reich [0,1] liegt, muff Q;
in jenem Abschnitt liegen,
dem auch R angehort. Die
entsprechende Spitze auf s
ergibt sich dann im Ab-
schnitt zwischen )¢ und

Q2.

Wir interessieren uns nun fiir die Beziehung zwischen den Punkten Q3
auf kS und den entsprechenden Spitzen S auf s. GemaB (6) und (2)

betrachten wir die Abbildung
(8)

o xS ()= (1% : (3t—1)(1—t) : £(3t —2) : 0) — s(t)=(1 : 2t(L—1) : £2: 0).

Es handelt sich um eine Projektivitdt zwischen den Kegelschnitten kg
und s. Nach dem zweiten Erweiterungssatz fiir Kollineationen aus der
projektiven Geometrie (siche H. Brauner I [la, 66f.]) 1a8t sich o ein-
deutig zu einer projektiven Autokollineation x der Ebene 7 fortsetzen.
Diese Kollineation ist etwa durch folgende vier Punktepaare festgelegt:

(0:1:0:0) —
@2 =(1:0:1:0) —
(9)

(1:1:-1:0) —>

(1:-3:3:0) —

(1:0:0:0)
Q2=(1:0:1:0)
(1:1:1:0>
Sy
(0:—2:1:0)

Die Abbildungsgleichungen dieser projektiven Kollineation sind gegeben

durch

:1:6 =3zg ~ £1—2Z3

(10)‘ Ty = zo

!
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Der Punkt @, ist der ein-

zige Fixpunkt von k. Die

Autoprojektivitat 7g,, welche

_im Strahlbiischel @Qz(z) in-

/ 1=g 'y duziert wird, ist parabolisch
/

mit der einzigen Fixgeraden

N\
N . |
A /< @1Q2. Diese Gerade ist auch
s
e

2'=3

£
;

die einzige Fixgerade der Kol-
lineation . Das Bild der Para-

9 bel k¢ ist die Parabel s. Man
/"x beachte aber, daf} k keine Af-
finitat ist. 7g, 148t sich in der

Fig. 4 Form

Vervollstindigen der Kollineation «

(11) TQ, ! T...— AZg+ Ty + Az =0—-z ...z00+(A=2)z; —2, =0

darstellen. Der Geraden g...z; = 0 (A = 0) entspricht ¢'...zo — 2z; —
— 23 = 0 (siche Figur 4). Zusammen mit der Fixgeraden (A = 1)
Qo@Q1...70 — 1 — 29 = 0 ist die parabolische Projektivitat dadurch
eindeutig festgelegt.
Das Strahlbuschel Qo(z) geht bei « in das Strahlbiischel B(z') mit
=(1: : 0) iiber. Die in Figur 4 eingetragenen Geradenpaare
smd

Qon =1 — RQQ =1
(12) Qo 1§ Qo1 =2 — RQy =2
Q0R23 —>RU:3'...II}0*3II}2:O.

Mit Hilfe der Projektivitaten 7, und mg, 1aBt sich die Kollineation &
einfach vervollstandigen.

Satz 3. Die Abbildung, die einem Punkt Qs € k¢ die Spitze der zum
Kontrollpolygon QvQ1Q2Qs gehorigen Bézierkurve zuweist, kann in ei-
ne projektive Kollineation x eingebettet werden, welche durch die Vier-
ecke (9) oder auch durch die Projektivititen (11) und (12) festgelegt ist
und vervollstandigt werden kann.

Fir die Anwendung ist es von Bedeutung sein, zu einer vorgege-
benen Spitze S € s (Gleichung (2)) den dazugehorlgen Kontrollpunkt
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%,

Fig. 5
Ebene Bézierkurve 3. Ordnung mit Spitze

Q3 zu finden. Dazu ist ™!

Ty — 113’2
(13) k1w =—zpy + 22} 42
To = —z] +z5.
auf S anzuwenden: x *(S) = ;. Die Spitzentangente beriihrt den

Kegelschnitt s.
Figur 5 zeigt ein Beispiel einer Bézierkurve mit Spitze.

4. Wendepunkte

Die bekannte wvariation diminishing property (siehe etwa J. Ho-
schek und D. Lasser [6, 131]) fir Bézierkurven fithrt unter anderem zu
folgender Eigenschaft: Wird ein (ebenes) Kontrollpolygon von keiner Gera-
den der Ebene in mehr als zwei Punkten geschnitten, so hat die zugehérige
Bézierkurve keinen Wendepunkt.

Diese Bedingung ist aber keineswegs notwendig fiir das Fehlen
von Wendepunkten eines Bézierkurvensticks. Die Erzeugung von [ als
Parallelprojektion einer kubischen Parabel k erlaubt eine deutliche Ver-
scharfung. Da k selbst keine Wendepunkte besitzt, konnen Wendepunk-
te der Projektion [ = k° nur von projizierenden Schmiegebenen von &
herrithren. Die Schmiegebenen bilden aber die Tangentialebenen der
Torse T, ihre Ferngeraden sind genau die Tangenten der Fernkurve k,.
Das Zentrum Z, der Parallelprojektion liegt genau dann auf einer Tan-
gente an k,, wenn Q3 = @5 auf einer Tangente von k¢ liegt (wobei die
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Betrachtung der beiden Kurven naturgemifl auf den Parameterbereich
[0,1] (siche (4) und (6)) eingeschrankt bleibt). Betrachten wir nur reelle
Wendepunkte, so gilt also:

Satz 4. Genau dann, wenn Q3 im Innengebiet des Parabelbogens k&
gewdhlt wird, ergibt sich ein wendepunkifreies Bézierkurvenstick.

Fig. 6 Fig. 7

Bézierkurvenstiick mit (ohne) Bestimmung des Wendetan-
Wendepunkt gentenschnittpunktes fir Q3
' auf Q1 Q2

Figur 6 zeigt, daff damit die Bedingung deutlich verscharft wurde.
Man kann auch einfach ablesen, fiir welche Punkte Q3 zwei Wendepunk-
te auftreten: Genau dann treten beide Wendepunkte im betrachteten
‘Parameterbereich auf, wenn 3 in dem von k¢ und der Tangente Q; Q5
begrenzten Gebiet liegt (siche Figur 6).

Die Kollineation « fithrt nicht nur jeden Punkt Q3 des Kegel-
schnitts kS in die Spitze S der durch ihn bestimmten Bézierkurve I
iber, sondern beliebige Punkte ()3 aus 7 in den Schnittpunkt der bei-
den (reellen oder konjugiert imaginiren) Wendetangenten von [ (I ist
hierfir natiirlich im gesamten Parameterbereich RU{co} zu betrachten).
Damit einer der beiden moglichen Wendepunkte in den Endpunkt Qs
selbst fallt, muf ()3 auf der Tangente von k; im Punkt Q; liegen, also
mit ()1 und @), kollinear sein in Ubereinstimmung mit den bekannten
Eigenschaften fiir C?-Béziersplines. Die Einschrinkung von x auf die
Gerade Q1 Q); ist eine parabolische Autoprojektivitat auf der Fixgeraden
1 Q- und liefert zu jedem Punkt (23 den Schnittpunkt von @@, mit
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der zweiten Wendetangente. Da Qy selbst ein Fixpunkt ist, miissen
die Gegenpunkte (Bildpunkt und Urbild des Fernpunkts der Geraden
(1Q2) symmetrisch zu @, liegen. Der Fluchtpunkt ergibt sich als F =

=(1:1:0:0) = @, der Verschwindungspunkt ist (1: —1:2: 0}. Die
* Projektivitat 158t sich durch wenige Linien vervollstindigen. Figur 7

gibt ein Beispiel. Der verwendete Kreis m ist unabhingig von Q3 = X,
beruhrt ()1 ()2 in @3 und hat den Radius 0.0, Qs.

4. Doppelpunkte

Genau dann, wenn ein Projektionsstrahl b die Kurven k in zwei
(reellen oder komplexen) Punkten trifft, besitzt k°* = [ einen Doppel-
punkt. Diese Geraden heiflen Bisekanten von k. Die Bisekanten einer
Raumkurve 3. Ordnung erfilllen eine Strahlkongruenz vom Biindelgrad
1 und vom Feldgrad 3 (siche E. Miiller und J. Krames [8, 43£.]). Also
liegt jeder Punkt des Raumes, der nicht k selbst angehort, auf genau
einer Bisekante. H. Brauner beschre1bt die Abbildung, die von den Bi-
sekanten einer Raumkubik vermittelt wird (siehe [2], [3]). Sie heifie 3.
Schranken wir diese Blseka,ntenpmJektlon auf die Fernebene w &in, so er-
halten wir: §: w(X) — 7(X,). Wir setzen sie mit der Zentralprojektion
¢ aus P; aus 7 auf w zusammen und erhalten eine Kopplung zwischen
den Punkten )3 = P; und den zu erwartenden Doppelpunkten:

(14) po:m(Xy) — m(Xr)
Da f den Kegelschnitt k, auf die Parabel s abbildet, entsprechen ei-
nander in (14) k; und s.

Wir wollen nun zu der gegebenen Kubik k jene Bisekante finden,
welche das vorgegebene Zentrum Z, enthilt. Dazu denken wir uns die
raumliche Bézierkurve k erzeugt durch eine Kollineation zwischen den
Ebenenbiindeln mit Zentren Qo = Py und P, (sieche H. Brauner [2]):

Die Kubik k besitzt die Darstellung (1). Die Ebenen durch den
Punkt Qo = (1:0:0:0) sind durch Gleichungen der Form

(15) T1Uq + Lol + TaUuz = O,
bestimmt, jene durch P; = (1:0:0: 1) lassen sich in der Form
(16) Toug + T1U) + Touhy + z3uy =0, mit uj+uhp =0

darstellen. Eine Kollineation zwischen den beiden Ebenenbiindeln Q0(Q)
und P;3((') erzeugt die Kubik k: Geraden aus Qo(z), welche mit ihren

Bildgeraden aus P3(z') komplanar sind, schneiden diese in Punkten von
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k. Die Bisekanten von k-erhalt man als die Schnittgeraden entsprechen-
der Ebenen der beiden Biindel. Schneidet man die Ebene (15) mit der
Kubik (1), so bleibt neben Qg selbst (¢ = 0) noch als Bedingung fiir die

Parameterwerte ¢t der Schaittpunkte:

(17) tz(ul — U + U3) 4 t(—2u1 + ’11,2) + Uy = 0.
Analog errechnet man fiir die Ebene (16):
(18) t*(—u +uy +ug) +t(ul +uz) +uy = 0.

Ebenen, die einander bei der gesuchten Kollineation zwischen den bei-
den Biindeln entsprechen, filhren auf dasselbe ¢-Parameterpaar. Ein
Vergleich von (17) mit (18) liefert:

(19) uy —ug +ug @ —uj +ub+uy = —2u; +up : uf +uj =ug: ub.
Wir kénnen also die Kollineation x in den Ebenenkoordinaten so an-
schreiben: :

! :_3 + 5
(20) ull - U1 Ug
Uy =—3u1 + us
'u’3 = uy. ‘
Gehen wir von einem Fernpunkt Z, ... (0 : fi : f2 : f3) aus und

verlangen wir von einer Ebene ¢ € @o((), dafl sowohl € also auch
das Bild x(e) mit Z, inzidieren, so erhalten wir fiir die Koordinaten
(uo : uy : ug : ug) der Ebene ¢:
Ug + Uy : Ug 1 U3 =
1) =f+3Af+3ff—ffs:ifs—f3:
D(fo+3f3) 1 +3fafs — f3 : —(ff +3f1f2+3F3 — fafs).
Die Bildebene €' erhalten wir aus (20). Der Schnitt der beiden Ebenen
€ und €' ist genau die Bisekante durch den Punkt Z,, ihr Schnitt mit
der Ebene 7 ergibt den Doppelpunkt D...(dp : dy : d2 : 0) der Kurve
l. Er errechnet sich als:
do = f3(f1 +2f2 + 3fs)°
(22) X di = ~(3f1fs — f3)(frfa +9f1fs +9£3)
da = (3f1fs — f2)%.
Um von einem Punkt Qs ...(zq : 21 : 29 : 0) auf den resultierenden

Doppelpunkt zu gelangen, projiziert man @3 zuerst aus dem Zentrum
P; in die Fernebene

(23) (zo w1 :22:0) > (0: 21—z 129=z0: —20)=:(0: f1:f2: fs)
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und wendet sodann die Abbildung x an. Es handelt sich bei y um eine
algebraische Verwandtschaft von vierter Ordnung zwischen der Fern-
ebene w und der Ebene «. Sie lafit sich sogar als Hintereinanderaus-
fiihrung von zwei (quadratischen) Cremonatransformationen herstellen
und ist folglich birational. Die Umkehrtransformation a8t sich auf die-
-selbe Weise erhalten, wobei man von einem Punkt D ... (dp : d; : dy : 0)
in 7 ausgeht. Sie lautet:
(24)

f1 = (8dody + d3)(9do(d1 + dz — do) — dydy)
~1. ) fa=—3(3dod: +d3)?

81(dy + 2dy)d3 + 81d§ + d?d2 + 3d;d3 + 3d8.

Zu gegebenem Doppelpunkt D liefert
x ! das zugehorige Projektionszentrum
Z,. Daraus erhalt man durch Parallel-
projektion aus P; (siehe (23)) unmittel-
bar den zugehorigen Punkt Q3.

Wir haben also erhalten:
Satz 5. Bei gegebenen Kontrollpunkten
Qo, Q1,Q2 einer ebenen Bézierkurve §.
Ordnung | gilt: Der Zusammenhang
zwischen den Punkten Q3 und den Dop-
pelpunkten der zugehorigen Kurven I ist
eine birationale Verwandtschaft von der
Ordnung 4. Sie ist durch (23) und (22)
gegeben. Die Umkehriransformation zu

Fig. 8 (22) liefert (24).

Der Doppelpunkt einer ebenen Bézier-
kurve 3. Ordnung fiir Q3 auf @1 Q2
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