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Abstract: Certain functions defined on universal algebras are studied with
an application to the solvability of certain equations over universal algebras.

On étude dans cette note certaines fonctions définies dans des
algeébres universelles et on applique les résultats obtenus pour résoudre
certaines équations définies dans des algébres universelles. On utilise
congernant les algebres universelles la términologie de [1], les fonctions
seront regardées comme des opérateurs & droit.

Soient G, G' et G des algébres universelles du méme type. On sup-
pose dans toutes ces algebres I'existence d’une opération unaire et on
dénote par 0, 0' et o les éléments évidenciés en G, G' et G par ces opéra-
tions. Inspirée de la construction d’espace dual d’'un espace vectoriel, on
peut faire a partir de G et G la suivante construction: 1) on considére
I'ensemble GE de toutes les applications a: G — G; 2) on introduit en
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GC un systeme d'opérations, en fonction des opérations définies en G, a
la maniére suivante: si w est une opération n-aire (n # 0) définie dans
G, alors, dans le cas d’un systéme ordonné quelconque des éléments
ai,...,a, € GY on doit avoir

(1) z(ay...anw) = (zay)...(zay)w (Vz € G);

si w est une opération nullaire et o est 1’élément évidencié de G par
w, alors I'élément évidencié correspondant de GC soit I’élément 6, € G€
pour lequel G6; = 0. GY devient ainsi une algébre universelle du méme
type que G, elle peut étre dénommeée algébre universelle duale de G par
rapport a G. On peut construire d'une maniere analogue les algébres
universelles duales GG, G9, (G')9 de toutes les applications a': G' —
—G,p:G— G, 3:G— G Sion dénote par b, 71, 72 les éléments
évidenciés de GG, GY, (G")9 qui correspondent aux éléments o, 0, 0', on
a
(2) GO, = g, G'92 =90, ng = 0, gTZ =0

Soit maintenant une fonction quelconque f: G — G’ et définissons
3 l'aide de f les fonctions f*: GG — G% et *f: GI — (G")9 de la
maniere suivante:
(3) o'ff=aof(va €g) et B*f =fopB (VB e GF),

ou o représente ’'opération de la composition au sens habituel des fonc-
tions. Cela signifie que
(3)  a(d of)=(af)a (Vz €G)etg(foBh)=(9B)f (Vg€0)

En ce qui suite nous utiliseros les égalités (1), (2), (3) et (3’) sans
référence.
Théoréme 1. (i) G, G%, a9, (G")9 sont des algebres universelles du
méme type; (ii) f* est un homomorphisme; (iii) si f est un homomor-
phisme, alors *f est aussi un homomorphisme.
Démonstration. (i) est évidement vraie. (i) a été démonstrée en [2].
Donc il suffit de démontrer la propriété (iii). Si w est une opération

n-aire quelconque définie en GY et fBy,... , Bn est un systéme ordonné
arbitraire de G9, alors — en tenant compte aussi du fait que f est un
homomorphisme — nous avons pour tous les éléments g € G.

g((Br-- Prw) ) =g(fo(Br...Brw)) = (9(B1 ... Ba)w)f =
= ((gB1) - - (gBr)w)f = (gB1)f .. . (gBn)fw =g(foB1)...9(f 0 Bn)w =
=g((foBr)...(foPbn)w)=g((B™f)...(Bn"fw),
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ce qui signifie que *f est un homomorphisme. ¢
Si on dénote par

Kera' = {z' € G' | z'a’ = 0}, resp. Ker f* = {a' € G% | a'f* =6}

les noyaur de o', resp. de f*, alors on déduit pour I'image Im f de f la
suivante égalité: '
Théorédme 2. Imf= [] Kera'
a'cKer f*

Démonstration. Si z’ est un élément quelconque de Im f, alors il existe
au meins un z € G, tel que zf = z'. Soit &' un élément arbitraire de
Ker f*. Alors o' f* = 6,, donc nous avons z'a' = (zf)a’ =z(a' o f) =
= z(a'f*) = z6; = o. Ce signifie que 2’ € Kera', donc il subsiste
Pinclusion C. v

Au but de démontrer l'inclusion D, considérons un élément quel-
conque du membre droit de 1'égalité, c’est-a-dire un tel élément arbi-
traire ' € G' pour lequel '@’ = 0 pour tous les éléments o' € Ker f*(&
& o f* = 61). Au but de démontrer l’appartenence z' € Im f, suppo-
sons que z' ¢ Im f et considérons un tel élément o’ € G G' pour lequel
Ker o' = Im f. Alors il subsiste pour tous les éléments z € G: z(a'f*) =
=z(a' o f) = (zf)a' =0, dou il résulte o' f* = 6, et par conséquence
a € Ker f*. Ce signifie que z'a’ = 0, d’ot il résulte que z' € Kera' =
= Im f, ce qui contredit I'hypothése fc' ¢Imf.

Si on dénote par

Kerf={ze€G|zf =0}, resp. Ker *f:{ﬁEQGI,B*f:Tz}

les noyauz de f, resp. de *f, alors on déduit la suivante égalité:

Théoréme 3. Kerf = [|J Im§p.
BeKer *f
Démonstration. Soit zo un élément quelconque du membre droit de

I’égalité, donc un tel élément de G pour lequel 2y € Im 3 et B € Ker *f.
Considérons un élément gy € G tel que zog = gof. Alor on peut écrire
zof = (90B)f = go(f o B) = go(B*f) = gom2 = 0. 1l s’en suit que
zo € Ker f, donc l'inclusion D est démontrée.

Soit maintenant y un élément quelconque de Ker f. Si on définie
un fy € GY par Dégalité gf, =y (Vg € G), alors on a pour cet élément
la relation y € Im f,..D’autre c6té, nous avons pour tous les éléments
g € G: g(By*f) = g(foBy) = (gBy)f.= yf = 0. Ce signifie que
By *f = 72, d’ott il résulte la relation 8, € Ker *f. Mais nous avons vu
que y € Im f,. Il en résulte que y est un élément du membre droit de
Pégalité. ¢
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Considérons maintenant une équation
(*) zf =2,
ou z' est un élément arbitrairement fixé de G'. La relation z' € Im f
représente évidement une condition nécessaire et suffisante pour la réso-
lubilité en z de ’équation (x). Nous obtenons ainsi, en utilisant le Th. 2,
la suivante propriété, démontrée dans [2] par un raisonment direct:
Théoréme 4. L’équation (x) est résoluble en z si et seulement si

z' € [l Kerd'
a'€Ker f*

Remarque. Nous avons déja observé dans [2] que si on applique ce
théoréme dans le cas de deux espaces vectoriels G = V, et G' =
= Vin définis sur le méme corps, de diménsions n et m et dans le cas
de la fonction f: V,, — V,, déterminée par la matrice d’un systéme
n
d’équations linéaires ) a;jz; = b; (1 = 1,... ,m), alors on obtient le
i=1
théoréme classique de Cronecker—Capelli rélativement & la résolubilité
du systéme considéré. Il en résulte que le Th. 4 peut étre regardé comme
une généralisation du théoréme de Cronecker—Capelli pour les équations
(*), définies dans des algébres universelles.
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