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Abstract: Generalizing theorems of elementary kinematic geometry the fol-
lowing problem is studied: Let a Lie transformation group G act on a ho-
mogenous space and let a motion (a curve ¢: I— G) be given. We ask for a
superposition of one-parameter subgroups of G which osculates (1) at {={g.
The property that for all ¢ and {p there exist three one-parameter subgroups
whose superposition osculates ¢(t) at i=1p turns out to be equivalent to the
property of every element of the corresponding Lie algebra being a commu-
tator, which is fulfilled by several elassical motion groups.

In der ebenen euklidischen Kinematik ist es eine bekannte Tat-
sache, daf man zu einer zweimal stetig differenzierbaren Bewegung,
die zu einem bestimmten Zeitpunkt keine Fernpolstellung und keinen
Stillstand besitzt, mindestens eine Trochoidenbewegung zweiter Stufe
finden kann, bei welcher Bahntangenten und Bahnkriimmungen zu eben
diesem Zeitpunkt mit der urspriinglichen Bewegung tibereinstimmen.
Die Bewegung sei durch o v '

C(E) = (1, u(@), (D)7, (0, cos (@), sin p(B)T, (0, — sin o (7), cos ¢())7)
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in Matrizenschreibweise gegeben. A;(¢) und A;(t) seien die beiden Dre-
hungen, aus denen sich durch A;(t) - Ay(t) die Trochoidenbewegung
zusammensetzt. Sie seien kanonisch parametrisiert, d.h. es soll gelten
A;(t1) - Ai(t2) = Ai(t1 + t2), insbesondere ist dann 4,(0) gleich der
Einheitsmatrix. Es gibt dann eine regulare Pdrametertransforma,tlon
v :t— t, sodafl an der Stelle ¢t =t = 0 gilt:

2 (A1) A2(8)- O(0) ) = £(C((D) @)
und

dZ

L) 40)- C0)-2) = T (Cv) )

fur alle Koordinatenvektoren z = (1, a:l,:zzz)T.

Allgemeiner kann man sich folgende Frage stellen (vgl. [7]): Ge-
geben ist eine Liesche Transformationsgruppe G, die auf einer diffe-
renzierbaren Mannigfaltigkeit X operiert. Die Gruppenoperation sei
g: GxG — @G, (a,b) — g(a,b) = a-b und die Operation auf X
seip : G x X — X, (a,z) — ¢(a,z) = a(z) mit v(a,e(b,z)) =
= ¢(a-b,z). Sei d: I — G,t — d(t) eine Bewegung, bei der jeder
Punkt z € X eine Bahnkurve d; : I — X, t — o(d(t),z) = d(t){(z)
besitzt. Seien n einparametrige Untergruppen pi(t),...,pa(t) von G
gegeben. Wir fragen danach, wann fir alle Punkte = € X die Bahn-
kurven bei der Uberlagerung dieser Untergruppen jene der Bewegung
d zum Zeitpunkt £ = 0 von mindestens s-ter Ordnung bertiihren, dafl
heiffit wann gilt

T r

d d
Se(p1(®)pa(t) o palt), dO))) = Topldoy(t),8) T =1,

fiir eine bestimmte Parametertransformation v mit y(0) = 0. Multipli-
zieren wir die Gleichung von links mit d(0)~! und setzen wir d(0)™!

- pi(t) - d(0) = qi(t), so sechen wir, dafl dies genau dann der Fall ist,
wenn

T

. d d"
Lot () (8) - an(8),7) = Sopd(0) 7 doy(t)z) T =1, s

gilt. Die Bewegung d(0)7'd(¢) ist fur + = 0 gleich dem neutralen Ele-
.ment e € G. Es geniigt daher, Bewegungen mit d(0) = e zu betrachten.
Hinreichend fur die obige Bedmgung ist die folgende:
dr dr
dtr(ql(t) qn(t)) dtr(dov)( ) r= 17"' 787
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und bei den klassischen Gruppen, bei denen die Transformationen aus
G samt ihren Ableitungen vollstandig durch die Bahnkurven der Punkte
von X festgelegt sind, ist sie auch notwendig.

Wir beachten weiterhin, dafl die zur Gruppe G gehonge Liesche
Algebra g mit Hilfe der Exponentialabbildung exp : g — G lokal um
0 € g diffeomorph auf eine Umgebung von e € G abgebildet wird. Die
Inverse zu exp werde mit log bezeichnet. Wir verwenden die Baker-

Campbell-Hausdorff-Formel (vgl. [4], [7])
, 1
(1) log(exp(tay)-...-exp(tan)) = t(a1+.. .—{—an)+§tz Z[ai, a;]+o(t?),

i<j
setzen lokal um ¢ ¢(t) = logd(t) und ¢;(t) = exp(ta;) fir bestimmte
a; € g und erhalten :
d" dr 1, 9
e —(cox(t)) = o tlar+ ...+ an)+ it ;[ai,aj] + o(t*)
i<j

r=1,...,s
Da die hoheren Terme in (1), die von der Gestalt

Z)"” ai, |- lai_, a6

sind, schnell unubersichtlich werden, beschrianken wir uns auf Differen-
tiationsordnung s = 2. Die Ableitung nach ¢ bezeichnen wir mit einem
Strich. Wir erhalten

(2) v'(0)e '(0) =a; +...4+an,
(3) 7"(0)'(0) ++'(0)""(0) = > [ai, a;]

1<y

als Bedingung dafiir, dal die Bewegung d o v wit logd = ¢ von zwei-
ter Ordnung approximiert werden kann. Diese Bedingung kann somit
alleine in der Lieschen Algebra formuliert werden. Fassen wir g als Tan-
gentialvektorraum T, G an G in e auf, so ist das Differential der Expo-
nentialabbildung bei e die Identitat in T.G, also d'(0) = ¢/(0).

Ohne Beschrankung der Allgemecinheit sei v/(0) = 1. Wenn wir
aus (2) und (3) a, climinieren, erhalten wir

' kn—]
(4) OO0 = S aa)+ [2 c'<o>}
1<i<j<n~1 i=1
und wenn wir weiter s; = a1 + ag + ... 4 a; setzen:

(5) ¢"(0)+7"(0)c'(0) = [s1, s2]+[s2, 53]+ - - [Sn—25 8n—1]+[sn=1,¢(0)].
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Die Folgen sy,... ,8,—1 und ay,... ,a,—; bestimmen einander umkehr-
bar eindeutig.

Ist insbesondere n—1 = 2k gerade, so kénnen wir s3 —s7 = #1,... ,
Sp—2 — Spn—g = tg—1 und schlieflich noch #; = ¢/(0) — s,,_» setzen. Die

Folgen s1,... ,8n—1 und s9,84,... ,80_1,%1,... ,tx bestimmen einander
umkehrbar eindeutig. (5) nimmt die Gestalt

(6) c"(0) + v"(0)c'(0) = [s2,t1] + [s4,t2] + ... + [Sn—1, 4]

an. Dabei ist die rechte Seite als Summe von £ Kommutatoren in der
derivierten Lieschen Algebra g(!) = [g, g] enthalten. Ist die Dimension
von g(!) gleich k, so ist jedus Element aus ) als Summe von & Kom-
mutatoren darstellbar, die Maximalzahl der bendtigten Untergruppen
¢:(t) = exp(ta;) ist dann gleich 2k + 1. Weiters ist bei gl!) # g fiir
c'(0)eg), ¢"(0) gV die Bedingung (4) nicht erfiillbar. Wir erhalten:
Proposition 1. Eine Bewegung d: I — G mit d(0) = e wird bei t = 0
genan dann von einer Uberlagerung von einparametrigen Unfwgruppen
oskulicrt, wenn fir den Weg ¢ = logd der Schnitt (¢"'(0) + Re'(0)) N
ﬂg(') nicht leer ist. Gilt g £ g, so gibt es Bewegqungen, die nicht von
Ubev‘lag( rungen von einparametrigen Untergruppen oskuliert werden.
Der einfachste Fall ist jener der Uberlagerung von zwei einpa-
rametrigen Untergruppen. Wir verwenden den Ausdruck “fast alle z”
anstelle “alle z bis auf die in einer gewissen Nullmenge” und eine Aus-
sage iber “fast alle Wege ¢(t)” ist eine Aussage iiber ihre ersten beiden
Ableitungsvektoren. Dann gilt:
Proposition 2. Die Bewegung d(t) = exp(c(t)) wird genau dann bei
t = 0 von einer ﬁbwlagerung von zwei einparametrigen Untergrup-
pen oskuliert, wenn der Schnitt (¢"(0) + Rc'(0)) N [¢'(0), g] nicht leer
ist. In jeder Lieschen Gruppe gibt es Wege d(t), die micht von einer
Uberla,gerung von zwei einparametrigen Untergruppen oskuliert werden.
Ist die Mazimaldimension von [z,g] gleich dimg — 1 und gibt es ein z
mit x ¢ [z,g], so werden fast alle Wege von einer Uberlagerung von
zwei einparametrigen Untergruppen oskuliert, und fast alle nicht wenn
die Mazimaldimension von [z,g] kleiner als dimg — 1 ist.
Beweis. Gleichung (4) ergibt

c(0) +7"(0)c'(0) = [a1, '(0)]
und wir sehen, daf die Approximationsaufgabe genau dann losbar ist,

wenn der affine Unterraum ¢"(0) 4+ Rc'(0) den Unterraum V = [¢/(0), g]
trifft. Gilt dimg = n, so hat dieser Dimension hochstens n — 1. Fir
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Wege c(t) mit ¢'(0) € V und ¢""(0) ¢ V treflen einander' die die affinen
Unterraume ¢"(0) + Rc'(0) und V nicht. Es sei k = max{dim|z,g]|z €
€ g}. Wir wihlen eine Basis in g. Dann wird k¥ genau von denjenigen
r € g angenommen, fur die mmdestens eine k& x k-Unterdeterminante
der Koordinatenmatrix der linearen Abbildung ad,:y — [z, y] mnicht
verschwindet. Das Komplement dieser Menge ist algebraisch und daher
eine Nullmenge. Gilt fur ein z, dafl z ¢ [z, g], so fir fast alle. Ist noch
k= n —1, so trifft ¢""(0) + Rc'(0) fast immer [¢'(0),g], bei &k < 7 — 1
fast nie. {

Sei K(g) = {[z,y]|z,y € g} die Menge der Kommutatoren von g.
Dann gilt: v ,

Proposition 3. Ein Weg d(t) = exp(c(t)) wird genau dann von von
einer ﬁberlagerung von drei einparametrigen Untergruppen oskuliert,
wenn der affine Unterraum ¢"(0) + Rc'(0) die Menge K(g) trifft. Ge-
nau bei K(g) = g wird jeder Weg von einer Uberlagemng von drei
einparametrigen Untergruppen oskuliert.

Beweis. (6) nimmt die Gestalt ¢"(0) + v"(0)c'(0) = [s2,?1] an. Damit
folgt die erste Aussage. Gibt es ein z ¢ K(g), so ist fiir Wege mit
¢'(0) =z, ¢'(0) = 0 diese Gleichung nicht erfillbar. ¢

Gilt K(g) = g, so gibt es sogar immer eine ﬁberlagerung von
drei einparametrigen Untergruppen, die mit dem Weg d von zweiter
Ordnung uberemstlmmf d.h. man benotlg’r hier keine Parametertrans-
formation.

Wir bezeichnen mit O, jene Matrizengruppe, die die quadra-
tische Form 2% + ... 4 2% — xiH — $i+l invariant 1afit. Es wird gesetzt
Og,n = On. Zu O 1, 2u SOk ; = Ok ;NSLg4; und zur Faktorgruppe nach
einem diskreten Normalteiler, z.B. {E, —E}, gehort die gleiche Liesche
Algebra soy ;. Sie ist die Menge der Matrizen der Form

e a
<§}; ;{2> mit X7 = —X;, XI = —X,,
wobei X7 eine p x p-Matrix und X, eine g x ¢-Matrix ist. Weiters be-
zeichnen wir die Translationsgruppe des n-dimensionalen rellen affinen
Raumes mit T, und identifizieren sie mit R™. Dann ist die Bewegungs-
gruppe OA,, des n-dimensionalen euklidischen Raumes gleich T, x 9O,
und ihre Liesche Algebra ist gleich oa,, = t, @ jq50,. Hier ist t, dic n-
dimensionale triviale Liesche Algebra. Die Liesche Algebra zu SL,, (und
PGL, ;) bezeichnen wir mit sl,,. Sie ist die Menge der Matrizen mit
Spur 0. Zur aquiaffinen Gruppe SA, = T, X ig4SL, gehort die Liesche
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Algebra sa,, = t, ®ias5ln.

Fiir einige niedrigdimensionale Liesche Algebren konnen wir die
oben angegebenen Kriterien direkt nachrechnen:

Satz 4. In den Bewegungsgruppen OAq, O3 /{E,—E} und O12/{E,—E}
der euklidischen, elliptischen und hyperbolischen Ebene wird fast jeder
Weg durch eine Uberlagerung von zwei einparametrigen Untergruppen
oskuliert. Die werbleibenden Wege werden in der elliptischen wrs hy-

perbolischen Ebene von einer geeigneten Uberlagerung von drei cinpa-
rametrigen Untergruppen, in der euklidischen Ebene werden die restli-
chen entweder von einer Uberlagerung von drei einparametrigen Unter-
gruppen oder wvon keiner Uberlagerung von n einparametriger. Unter-
gruppen oskuliert. '

Beweis. Wir betrachten die zugehorigen Lieschen Algebren oay, sog,
und so07 5 (Vgl. [5])

1. g = oay ist eine semidirekte Summe aus t; und so;. Es gibt drei
Basisvektoren w,v,w mit u,v € t und [u,v] = 0, [u,w] = v, [v,w] =
= —u. Genau fir ¢/'(0) € t ist [¢/(0),g] = t; und der affine Unterraum
¢"(0) 4+ Re'(0) schneidet t5. Gilt ¢"(0) € t2 und ¢/(0) € t3, so schneidet
der obige Unterraum t; = gt") nicht. Schneidet er oder ist er sogar in t;
enthalten (nur dieser Fall tritt dann auf), so reichen drei Untergruppen,
denn jedes z € t5 ist ein Kommutator.

2. g = 503 ist isomorph zum R® mit [a, b] = ax b. Esist dim[z,g] =
= dimz+ = 2 fir alle z # 0 und jedes z ist ein Kommutator. g = 50y 9
ist isomorph zu sl, und besitzt eine Basis h, e, f mit [k, e] = 2e, [h, f] =
= —2f, le, f] = h. Es gilt dim[z,g] = 2 fiir alle z % 0 und Jedes T ist
ein Kommutator. {

Der folgende Satz liefert Beispiele von Bewegungsgruppen, in de-
nen zwei Untergruppen nicht ausreichen:

Satz 5. In den Bewegungsgruppen Oi3/{E,—E} bzw. Oq5/{E. —E}
der dreidimensionalen Cayley—Klein-Rdume mit ovaler bzw. ringartiger
MaBquadrik (hyperbolischer Raum und indefiniter Raum) wird jede Be-
wegung von einer Uberlagerung von drei einparametrigen Untergruppen
oskuliert und fast keine von einer Uberlagerung von zwei einparametri-
gen Untergruppen.

Beweis. Wir betrachten die dazugehorigen Lieschen Algebren s0; 3 und
505 2. (Vgl. [5]). Beide haben Dimension 6.

1. g = so; 3 ist isomorph zu sl3(C), aufgefait als reeller Vektor-
raum doppelter Dimension. Die komplexe Dimension von [z, g ist gleich
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2 fir alle z € g,z # 0, die reelle damit gleich 4. In 503(C) ist jedes
Element ein Kommutator.

2. g = 5092 ist isomorph zu sly @ sly. Damit ist die Maximaldi-
mension von [z, g] gleich 4 und jedes z € g ist ein Kommutator. §

Fir die Approximation durch zwei einparametrige Untergruppen
ist die Differenz zwischen der Dimension dim g und der Maximaldimen-
sion von [z, g] entscheidend. Es gilt folgende Tabelle (n > 2,k > 1):

Liesche Algebra dimg |maxdim[z,g]
sl, n?—1 n:—n
S09k 262 — k 2k? — 2k
502k+1 2k + k 216'2
eJoly% 2]€2 +k 2k?
002 k41 21»"2 + 3k 2k‘2 —|—2k’
sa, ntan—1| n?

Damit gilt:

Korollarium 6. In den folgenden Gruppen werden fast alle Wege nicht
durch eine Uberlagerung von zwei einparametrigen Untergruppen osku-
liert: In der projektiven Gruppe PGL, fir n > 2, in den Bewegungs-
gruppen. OA, des euklidischen und O,i1/{E,—E} des elliptischen
Roumes fur n > 3 und in der dquiaffinen Gruppe SA, fur n > 3.

Wir werden zeigen, daf} die projektive, die euklidische, die ellip-
tische und die aquiaffine Bewegungsgruppe in jeder Dimension die App-
roximationseigenschaft fiir drei einparametrige Untergruppen besitzen.
Fiir die projektive und die elliptische Bewegungsgruppe folgt dies aus
den Ergebnissen in [1], [2], [3] und [6], wo gezeigt wird, dafi in jeder
der klassischen Lieschen Algebren jedes Element ein Kommutator ist,
sofern der zugrundeliegende Korper K eine gewisse Mindestaiizahl von
Elementen besitzt. Fiir den Spezialfall K = R geben wir jedoch noch
einen Beweis fur so,:

Lemma 7. Fir g=sl,, und fir g=s0, gilt K(g) = g, d.h. jedes Element
ist ein. Kommutator. :

Beweis. Zur ersten Aussage siche [6]. Zur zweiten Aussage: 50, ist
die Menge der schiefsymietrischen n x n-Matrizen M. Zu einer or-
thogonalen Matrix P aus O, gehort ein Lie-Algebren-Automorphismus
Adp : M — PMP™!. Nach dem Spektralsatz ist jedes C' € sop
orthogonal-ahnlich zu einer Matrix in reeller Jordan-Normalform der
Gestalt diag(J (cl) ., J(ck),0,...,0), wobei J(c) ein Kastchen der
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0 —c ‘ ,
Form c 0 |ist Durch eine Permutation in den Basisvektoren errei-

chen wir, dafl A orthogonal-ahnlich zu einer Matrix der Gestalt

(7) e -.“*Ck

wird. Es gibt also.einen Automorphismus von §6,,, der M auf Normal-
form (7) bringt. Es geniigt daher, die Aussage fiir Matrizen in Normal-
form (7) zu zeigen.

Sei B = diag(J(b1),...,J(bx)) fir n = 2k gerade bzw. B =
= diag(J(b1),..., J(bx), 0) fiir n = 2k + 1 ungerade, und A = (aé) €
€ s0,. Fur AB — BA ergibt sich die Matrix

Ky ... K Ly
Kiy Ly
S.S. 0
mit
C2i1 24 241 i 2
Kij = 2i 2i—1 2i gi—y| und Li = 2i—1|1
bjazj — biazj._1 — bjagj_l — biazj biaz,

wobei die L; und die 0 nur bei ungeradem n = 2k + 1 auftreten.

Wir zeigen nun, daf eine beliebige Matrix in Normalform (7) als
Kommutator zweier Matrizen A und B der obigen Gestalt geschrieben
werden kann. Wir interpretieren zu diesem Zweck die Gleichung AB —
— BA = ( als lineares Gleichungssystem fiir die a}. Dieses zerfallt

effektiv in k(k—1) 2 x 2-Gleichungssysteme fiir die Variablenpaare agj:ll

und a3} bzw. agj-_l und a3}, (1 <i < j < k)und, sofernn = 2k+1 gilt,
noch in 2k Einzelgleichungen fiir die Variablen ar,. Die Kastchen Kj;;
auf der Hauptdiagonale sind, genauso wie die entsprechenden Stellen in
der Matrix C, gleich 0. '

Die Koeflizientenmatrizen der zum Kastchen K;; gehorigen 2 x
X 2-Gleichungssysteme haben fiir ¢ + j Determinante 4 (b2 — b?), diese
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sind daher fiir |b;| # |b;| eindeutig 16sbar. Die Einzelgleichungen zum
Kastchen L; sind genau fiir b; # 0 eindeutig 16sbar. Wahlen wir k relle
Zahlen by,... b mit b; # 0 und |b;| # |b;| fir ¢ # j, so konnen A so
bestimmen, daf} [A4, B] = C gilt. {

Lemma 8. Fir die Lieschen Algebren g = oa, und g = sa, gilt K(g) =
=g, d.h. jedes = € g ist ein Kommutator.

Beweis. Wir identifizieren oa, = t, @ jq50, mit der Menge aller Pa-
are (v; M) mit v € t, = R", M € so0,, wobei [(v1, M), (v2, M3)] =
= (]\411)2 — MQ'U1,M1M2 — MQMl), und OAn - Tn X idon mit der
Menge aller Paare (p, P) mit p € R® = Ty, P € Oy, wobei (p1, P1) -
- (p2, P2) = (p1 + Pip2, P Pa).

Jedes (p,P) € OA, induziert einen Automorphismus von oa,
durch Ad(, py : (v, M) — (Pv — PMP~'p, PMP~!). Analog zum Be-
weis von Lemma 7 gibt es ein P € O, soda} PM P! Normalform
(7) besitzt. Es geniigt daher, die Aussage fiir Paare (v, M) mit M in
Normalform (7) zu zeigen. ,

' Wir setzen (b, B) = ((B1,--. ,Bk), diag(J(b1),...,J(bx),0)), wo-
bei die letzte 0 nur bei n = 2k+1 ungerade auftritt. Weiters sei (a, A) =
= ((a1,-.- ,an),(a})). Dann ist [(a, ), (b, B)] = (¢, C) mit

—bias
a%ﬂl—{—...—l—a}hﬂn bia
. —byay
Cc = . — szég
alBr+ ... +anBn
0
I&’ll ce I{Ik L1
und C = . : S,
Ky Lg
S.S. 0

wobei die Nullen und die L; nur bei ungeradem n auftreten. Wir finden
nach Lemma 7 Matrizen A und B so, dal AB — BA = M gilt. Sei

v = (vi,... ,un)T. Ist n = 2k gerade, so konnen wir daher, um die
Gleichung ¢ = v zu losen, wegen b; # 0 1 = ... = fn = 0 und ap =
== vl/bl,al = ——’02/627014 = Ug/bz,ag = —'U4/b2, ... setzen.

Sei nun n = 2k + 1 ungerade. Es gibt eine Einzelgleichung der Ge-

stalt +b;,a7 = 0, denn in der n-ten Spalte der Matrix M ist hochstens
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ein Eintrag # 0. Wir kénnen die b; so wahlen, daf} |b;| # |b;] fiir i # j,
b; # 0 fiir 7 # iy und b;, = 0 gilt. Dann wahlen wir aj = —a;? ungleich

0. Darauthin bestimmen wir f1,... , 3, so, dafl a3, -I— A arfn = vn,
und anschlieﬁend Q1,... 00k SO, daﬁ azJ 161 +... +a%]'1ﬁn, + b, =
= vy;-1 und afjﬁl 4.+ a,n 183, — bjagj_1 = vy fixr j =1,... k gilt.

Damit ist [(a, A), (b, B)] = (v, M).

Zu sa,: Wir oben identifizieren wir sa,, mit der Menge aller Pa-
are (v, M) mit v € R®, M € sl, und und SA, mit der Menge aller
Paare (p, P) mit p € R", P € SL,,. Nach [6] gibt es fiir jedes M € s,
eine Matrix P W, daf} alle Hauptdiagonalelemente von PAMP~! ver-
schwinden. O.B.d.A. ist P € SL,,, soda8 fiir alle (v, M) ein Lie-Algebren-
Automorphismus Ad(, py existiert, sodaf fiir (w, N) = Ad, py(v, M)
alle Hauptdiagonalelemente von N verschwinden. Machen wir nun ana-
log zu [6] einen Ansatz der Form [(a, A), (b, B)] = (w, N) mit b = 0 und
B = diag(by,... ,b,), a = (a;), A = (a}), so ergibt einfaches Ausrech-
nen die Gleichung

/ —bioy :
w=| ¢t Jwman=| -bya |,

J
—bp oy,

die durch Wahl von b; # 0 und b; # b; fiir 7 # j gelost werden kann. ¢
Damit haben wir das Ergebnis:

Satz 9. In der projektiven Bewegungsgruppe PGL,, des n-dimensionalen
projektiven. Raumes (n > 1), in der Bewegungsgruppe Opni/{E,—E)
des n-dimensionalen elliptischen Raumes (n > 2), in der Bewegungsg-
ruppe OA, des euklidischen n-dimensionalen Raumes (n > 3) und in
der aquiaffinen Gruppe SA,, des n-dimensionalen affinen Raumes (n >
> 2) stimmt jede Bewegung von zweiter Ordnung mit einer gecigneten
Uberlagerung von drei einparametrigen Untergruppen dberein.
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