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Zusammenfassung: Ein Ubertragungsprinzip erlaubt es, die Bewegungs-
vorgange des Flaggenraumes, welche spharische Bahnen besitzen, volistandig
zu Klassifizieren und zu beschreiben. Dabel werden nicht nur jene Bewe-
gungsvorginge betrachtet, welche alle Punkte auf einer spharischen Bahn
fithren, sondern auch jene, welche nur gewissen Punkten sphirische Bahnen
zuweisen. Die Fragestellung fiir den euklidischen Fall ist etwa gegen Ende des
19. Jahrhunderts in Frankreich aufgetreten, wurde aber nie vollstandig gelost.
Das hier verwendete Ubertragungsprinzip, das in J. Lang [12] vorgestellt
wurde, erlaubt es nun erstmals, diese Fragen - im Fall der zweifach isotropen

Geometrie - erschopfend zu beantworten.

In J. Lang [12] wurde ein Ubertragungsprinzip beschrieben, das

es erlaubt, die Bewegungsvorgange des Flaggenraumes mit sphérischen
Bahnen systematisch und in zweckméfiger Form zu behandeln. Die Ur-
spriinge dieser Vorgangsweise gehen auf E. Borel [1] und R. Bricard [2],
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[3] zuriick, welche gemeinsam mit E. Duporcq [8] diese Fragestellungen
- fiir den euklidischen dreidimensionalen Raum - aufgeworfen haben.
Eine Verallgemeinerung dieses Ubertragungsprmmps wird Inhalt von
H. Vogler [22] (in Vorbereitung) sein. In der Geometrie des Flaggen-
raumes (zweifach isotropen Raumes) liegen Resultate von O. Réschel
[16] vor: Alle C*- Bricard-zwanglaufe des Flaggenraumes - das sind
Jene mit durchwegs sphdrischen Bahnen - werden beschrieben; auch die
C*- Darboux-zwanglaufe - das sind j jene mit durchwegs ebenen Bahnen
- sind dort angefiihrt.

In der vorliegenden Arbeit sollen nun alle vierparametrigen Bewe-
gungsvorgange, die sphérische Bahnen besitzen, vollstindig beschrieben
werden; es gelingt, Normalformen anzugeben und die Invarianten fiir
jeden einzelnen Fall zu ermitteln. Die Ebenen des Rastraymes betrach-
ten wir als Sonderfille von Sphiren, sodaB auch der Fa,ll“\ebener Bah-
nen miteingeschlossen ist. Es sei besonders darauf hin §w1esen dafl
fir die folgenden Untersuchungen keinerles Dzﬁ”erenzzerbqtkeztsvomus-
setzungen notwendig sind.

Die Geometrie des Flaggenraumes beschaftigt sich mit jenen Ei-
genschaften des dreidimensionalen affinen Raumes R?, die beziiglich der
Gruppe

T=zx+4a /
(1) GP ! g=bzt+y+ec a,bc,de, f ER
Z=dr+tey+z+f !

invariant sind!. Diese Transformationen nennt man Bewegungen des
Flaggenraumes. Sie lassen das Tripel (F,u, ¢), bestehend aus dem Fern-
punkt F' der z-Achse (absoluter Punkt), der Ferngeraden u der yz-Ebene
(absolute Gerade) und der Fernebene ¢ (absolute Ebene) fest. Eine
Parameterdarstellung eines k-parametrigen Bewegungsvorganges ¢ auf
einem Parametergebiet G C R* hat die Gestalt

(2) (:G— G

mit (tl, . tk) —}C(tl,.. tk) (a(tl, tk) -‘7f(tl7 tk)) Eine
Sphére @ des Flaggenraumes ist definiert durch eine Glelchung der Form

(3) A2?+2Bz+2Cy+2Dz+E=0 AB,C,D EER.

Fir A = 0 erhalten wir die Ebenen, die wir hier als Sonderfille der

!Siehe hiezu H. Brauner [4], [5], [6] und das Standardwerk H. Sachs [18].
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Sphiren betrachten werden. Fir A # 0 sind die Spharen Zylinderfla-
chen zweiter Ordnung, deren Fernscheitel U auf der absoluten Geraden
u liegt. Er ist durch die Koordinaten

(4) U...(0:0:D:-C)
gegeben. Fiir D =0ist U = F), also der absolute Punkt. @ nennt man
dann Punktgrenzkugel. Die Tatsache, daB ein Punkt Py ...(zo/yo/20)
aus A auf einer Sphére & (siehe (3)) gefithrt wird, driickt sich in einer
Gleichung :
a? A+

+c¢ 2C+

+ € ZDy0+

+ f 2D+

+ Azl 4+2Bzo+2Cy+2Dn+E = 0

aus, wobei das Absolutglied Az2 + 2Bz + 2Cyo + 2Dzo + E, falls der
0

Bewegungsvorgang durch id (ng)) geht, verschwindet (siehe hiezu J.
Lang [12]). Die Bedingung (5) ist also eine Gleichung der Form

(6) ngf 1+ Vi +w ¥y +wsYs +wiYy + wsYs +we¥s = 0.

Es handelt sich dabei um ein Polynom in den Variablen Y1,Y3,Ys,
Yy, Ys, Vs, fiir das die Funktionen a, b,c,d, e, f eine Nullstelle (identisch
in den Parameterwerten (t1,...,tx) € G) liefern.

Die Polynome des Typs

6
(7) V———{onf—{—Zinilwg, ws,ER}.
=1

bilden einen siebendimensionalen Vektorraum iiber dem Korper R.

Wir bilden aus dem siebendimensionalen Vektorraum V den pro-
jektiven Raum P(V) der Dimension 6 und nennen diesen Raum P(V')
im folgenden Bedingungsraum. Seine Punkte sind die eindimensionalen
Unterraume von V. Der Einfacheit halber identifizieren wir jede Be-
dingung (6) mit dem von ihr bestimmten Punkt des Bedingungsraumes
P(V).

Erfillt (a,b,¢c,d, e, f) fir alle Parameterwerte t1,...,tx € G die
Gleichung L; der Form (6) und auch noch eine weitere Gleichung Lo
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derselben Gestalt, so erfiillt (a,b,c,d, e, f) auch jede Linearkombination
LiA1 + Ly);. Die Menge aller Bedingungen der Form (6), welche von
einem Bewegungsvorgang ( ... (a,b,c,d, e, f) erfillt werden, ist also
ein ganzer linearer Unterraum U von V, die Menge aller zugehdrigen
Punkte des projektiven Raumes P(V) ist ein projektiver Teilraum T =
P(U) € P(V). Dabei zeigt sich, daf genau jene Polynome aus V,
welche der Bedingung

(8) watwg — w3wy =0

genligen, auch wirklich Sphirenbedingungen sind. Aus dem Polynom
(6) kann man den Punkt Py(zq/yo/ z) des Gangraumes und seine Bahn-
sphére @ (3) mit Hilfe von

- A. =g
' B YW1 _ wows wy  wy
- —7 - Ty =—— = — \ .
9 M Wy  ws
( ) C __w3 Wws A
D) Yo =— !
w e
6
D =—
2

erhalten?. Die Bedingung (8) ist die Gleichung einer Hyperfliche 2.
Ordnung im Bedingungsraum. Wir nennen digse Hyperfliche im fol-
genden © C P(V). Wie in J. Lang [12] ausgefiihrt, ist die Geometrie

des Bedingungsraumes durch die Transformationsgruppe
'

((Wo = wo
W) = wy+twz + taws
W2 = wy —1aw3 + tewy — toteg
(10) Gs(P(V)) ... { B3 = wy+tews
Wy = wy — twg
Ws = ws —tpwy + (tatp — to)ws
W = weg

bestimmt: Bedingungen, welche auseinander durch eine Transformation
(10) hervorgehen, gehdren zu konjugierten Bewegungsvorgéngen.

2Die Werte z und E sind unwesentlich: Mit jedem Punkt Py ... (zo/y0/=0),
der eine sphirische Bahn H(F,) durchliuft, wird auch jeder Punkt F(zo/yo /Zo) eine
sphérische Bahn H(P;) durchlaufen, die sich von H(Py) nur durch eine Translation
in z-Richtung um den Betrag 7y — zg unterscheidet.
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Um zu einem Unterraum T C P(V) den zugehorigen maximalen
Bewegungsvorgang (siehe J. Lang [12]) ¢ zu ermitteln, ersetzen wir die
quadratischen Polynome L; € U in den Variablen Yi,...,Ys, welche U
aufspannen und die Gestalt

6
(11) Li .. 0§72+ wiy;
=1

besitzen, durch die Polynome

6 6 4
(12) Ei ... 0%+ wiY =Y iy
j=1 =0
in Variablen Yp,Y1,...,Ys und erginzen dieses lineare, homogene Gle-
ichungssystem durch die quadratische Gleichung

(13) Yy~ Y72 =0.

(13) erlaubt es, in der allgemeinen Lésung des Systems (12) einen der
Parameter zu elimineren (siehe J. Lang {12]).

Die Untersuchung der r-dimensionalen Unterrdume des Bedin-
gungsraumes P(V) fithrt dabei (siehe [12]) auf (5 — r)-parametrige Be-
wegungsvorgange. Die Suche nach den vierparametrigen Bewegungs-
vorgingen fithrt dabei auf die Untersuchung der Geraden von P(V).

1. Klassifikation der eindimensionalen Unterraume

Von den eindimensionalen Unterrdumen des Bedingungsraumes
P(V) sind nur jene von Interesse, welche zur Ganze auf der Hyperflache
O liegen, da sie auf eine einparametrige Menge von Spharenbedingungen
fithren; ein Unterraum T, der nicht Teilmenge von O ist, liefert im
allgemeinen héchstens zwei Sphérenbedingungen.

Wir werden in diesem Abschnitt die eindimensionalen Unterraume
des Bedingungsraumes, die zur Ganze in der Hyperfliche O liegen,
vollstandig beziiglich der Gruppe (10) klassifizieren. Zu jeder Klasse
werden wir eine Normalform angeben und daraus eine Normalform
des maximalen Bewegungsvorganges errechnen, der zu diesem Bedin-
gungsraum T gehort. Schliefilich werden wir die Punkte des Gang-
raumes, zu denen Bedingungen X € T gehoren, angeben und die
zugehorigen Bahnsphéren beschreiben. Unmittelbar aus der Normal-
form von T werden wir die Invarianten des zugehorigen maximalen
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Bewegungsvorganges erhalten; die gecmetrische Deutung solcher In-
varianten anhand des Bewegungsvorgarses wird die Betrachtungen ab-
schlieflen. Auf diese Weise werden wir alle vierparametrigen Bewe-
gungsvorgange mit sphérischen Bahner erhalten.

Aus (10) erkennen wir unmiztelbar, daf8 die Hyperebenen

Hy ... wg =0, Hs ... wg=0

invariant sind. Dasselbe gilt dann auch fiir den Schnittraum Wys =
=HyNH 6-

Wir wollen nun die eindimensioralen Unterriume im einzelnen
betrachten. In den folgenden Abschnitzen sei T also eine Gerade, die
ganz in O liegt. '

i
-~ .

1.1 FALL 1: T trifft den Unterraum Wyg nicht. f\
- . E

Es gibt genau einen Punkt G = 7N Hy und ‘genmi\; einen Punkt
K =T n Hg. Diese Punkte seien i
(14)  G...(0:y1:y2:y3: 4 vs: 1)s K. . (Liki:6g k3 ket k5:0)
Wegen kg = 0 sind auch &3, x4 beziiglich der Gruppe (10) invariant.
Wir unterscheiden nun folgende Falle:
Fall 1a: k4 #0. Die Koordinaten (14) konnen durch geeignete
Wahl® von t4,t5,tc, ta, t. vermbge (10) in die Form
G...(0:0:99:0:0:0:1), K ...il:k1: kot ki g # 0:0:0)
gebracht werden. Beriicksichtigt man, daf die Koordinaten aller Punk-
te X € T der Gleichung (8) geniigen missen, so erhalt man noch:
(15) Y2 = 0, Ro = O._ kg = 0.
Die Verbindungsgerade GK = T cer Punkte
(16) G...(0:0:0:0:0:0: 1), I (1iky:0:0: 54 55 0:0:0)
hat die Darstellung

17 X(p1, p2) = (po: proky:0:0: porg: 0 g ). A
Wir gehen wie in J. Lang [12], Abschnitt 2 beschrieben vor und erhalten
schlieflich zum System

3 = = k& = 25 — —T1fatyaks = 22
Durchta_%,tb_é—,tc__x?_,td— e fe = i—:—;kannman

die angegebene Form erreichen.
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Yo +ri¥1 +£4Yy =0

(18) Y=o

und zur quadratischen Gleichung (13) die Losung
2 -—tz - Kltl
(19) (%yﬂ;%,h,ﬂ,%)lfﬁ): <t17t11t27t37ﬁ_“,t4,0> .
4

Das ergibt einen vierparametrigen Bewegungsvorgang der Gestalt

—f:IE—*—tl
(20) Y=y +iaz+13 kg £0.
12+ Kyt
PR kL SR
Kq

Die Invarianten im Fall 1a sind £q,%4. Die Punkte des Gangraumes,
welchen eine sphérische Bahn zugewiesen wird, erhalt man aus (9) durch

L2
(21) 230(/1171112) = 54;‘7 yo(/ll,#z) =0.
1

Sie erfiillen eine isotrope, nicht vollisotrope Ebene. Die zugehérigen
Bahnsphéren haben die Gestalt

(22)  @(p1,p2) - papas” + (mapaky — pira)z + plz + E =0,
wobei F € R ist. Thre Fernscheitel stimmen iiberein, d. h. es handelt
sich geméf J. Lang [12], Satz 6 um den Typ A. Die Radien sind wegen
R = = = —3 gegeben durch

(23) R(#hﬂz):—;—l-
H2

Der gemeinsame Fernscheitel U der Sphéren ist fiir die angegebene Nor-
malform (20) durch U...({0:0:1:0) gegeben. Es gibt eine vollisotrope
Gerade h, deren Punkte auf ebenen Bahnen gefithrt werden (fiir die
Normalform (20) sind das die Punkte P ... p;:pus = 1:0 der z-Achse;
ihre Bahnebene wird durch z = const. beschrieben). Den Abstand eines
Punktes P(u;, #2) des Gangraumes aus (21) von dieser ausgezeichneten

Geraden A bezeichnen wir mit
Kqllz
6(p1, p2) = -
H1

Das Produkt aus 61, ¢2) und dem Radius R(uy, p2) = — 4= der zu-

gehorigen Bahnsphére ist unabhingig von (g1, g2) und ergibt eine In-
variante des Bewegungsvorganges (:
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(24) 6(p1y p2 ) R(p1, p2) = —%.

Wir erhalten somit den

Satz 1. Der Fall 1a ist dadurch charakterisiert, daff die Punkte einer
isotropen, aber nicht vollisotropen Ebene v des Gangraumes auf konzen-
trischen Sphdren gefihrt werden, welche keine Punktgrenzkugeln sind;
daber entsprechen Punkten auf verschiedenen vollisotropen Geraden in
v Bahnkugeln mit verschiedenen Radien.

Es gibt genau eine vollisotrope Gerade h C v, deren Punkte in
(nichtisotropen, zueinander parallelen) Ebenen laufen, welche durch den
gemewnsamen Fernscheitel der Bahnsphiren der Punkte P € v\h gehen.
Eine geometrische Deutung von xy ist gegeben durch: .

® Das Produkt aus dem Abstand cines Punktes P € v.des Gangrau-

mes von der Geraden h mit dem Radius der zﬁlgehérigen Bahn-

- sphare, hingt nicht von der Wahl des Punktes P € v ab und ist

eine Invariante von (, namlich gleich —%&¢. ‘X

Jeder Bewegungsvorgang des Typs la, der die Invarianten K1, K4 auf-
weist, ist zur Normalform (20) konjugiert.

Fall1b: ky = 0, k3 # 0. Wir kénnen durch geeignete Wahl von
ta,th,1c, g, te vermoge (10) aus (14) die Gestalt? :

(25) G...(0:0:0:0:0:0:1), K., (1:0:0: 3 5 0:0: k5: 0).
Die gesuchte Normalform hat die Gestalt

E:’L‘-}—t]
2 -
(26) ?zy-f-le?—é]—wi K3 # 0.
K3 ’

=z 4ty + 13y

Die Punkte des Gangraumes, welche eine spharische Bahn besitzen,
bilden eine vollisotrope Ebene v, welche in der Normalform (26) durch

- . M2
(27) zo(p1,p2) = 0, Yo(p1, p2) = ks — .
Hroy
gegeben ist. Die zugehdrigen Bahnsphiren s
“Mit Hilfe von (10) erhvalten wir bel {; = %‘;-‘ t, = ~:—::J;, te = %{‘?1 tg =
%ﬁﬂ, te = —-%g— unmittelbar v; = y4 = 94 = 95 = &1 = 0. Da alle Punkte

von T nach Voraussetzung die Bedingung (8) erfiillen, gilt dann noch 2 = &4 = 0.
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(28) D(pi,pa) ... /.L2Z2+#2I{3y+/LIZ+E:O, EeR.

sind nicht konzentrisch. Thre Fernscheitel sind fiir die Normalform (26)
gegeben durch

(29) Upa,pe) ... (0:0: pr1: —Kaps).

Es handelt sich um den Typ B (siehe J. Lang [12], Satz 6), die Ra-
dien der Bahnspharen sind gegeben durch (23). Die Punkte einer voll-
isotropen Geraden h werden auf ebenen Bahnen gefiihrt; die Bahnebe-
nen sind zueinander parallel. Wenn wir den Ersatzabstand eines Punk-
tes P(u1, u2) € v des Gangraumes aus (27) von dieser ausgezeichneten
Geraden h mit

K5[ig
§(py, 1e) =
(1, 1) i
bezeichnen, so erkennen wir unmittelbar:
e ,
(30) 6(u1, p2) - R(p1, pe) = _70-

Das ist eine geometrische Deutung der Invariante ks, welche der Deu-
tung (24) im Fall 1a entspricht.

Bezeichnen wir mit a(y;, t2) den Winkel zwischen der Richtung
des Fernscheitels U(u1, u2) aus (29) und der ausgezeichneten Bahnebe-
nenstellung, welche zur Geraden h gehért, so errechnet man
(31) alpa, p2) - R, pa) = -K;s
was eine Deutung fiir die Invariante x5 des Bewegungsvorgangs liefert.
Es gilt also der
Satz 2. Im Fall 1b werden die Punkte einer vollisotropen Ebene v
des Gangraumes auf (nichtkonzentrischen) Sphiren gefihri; dabei wer-
den Punkten auf verschiedenen vollisotropen Geraden in v Bahnsphiren
mit verschiedenen Radien zugewiesen. Es gibt genaw eine vollisotrope
Gerade h C v, deren Punkte in (nichtisotropen, zueinander paralle-
len) Ebenen laufen. Es gibt zwei Invarianten K3, K5, welche folgende
geometrische Deutung zulassen:

® Das Produkt aus dem Ersatzabstand eines Punkies P des Gang-
raumes von der Geraden h mit dem Radius der zugehérigen Bahn-
sphdre, hangt nicht von der Wahl des Punktes P € v ab und ist

eine Invariante von (, namlich genau -5

o Das Produkt des Winkels zwischen dem Fernscheitel einer Bahn-
sphare (1, po) und der ausgezeichneten Bahnebenenstellung mit
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dem Radius Rpy, pa) dieser Bahnsphare ist unabhingig von der

Wahl des Punktes p € v und betragt wegen (30) und (31) genau

— 53

S

Jeder Bewegung.svorgang des Typs 1b, der die Invarianten K3, K5 auf-
weist, ist zur Normalform (26) konjugiert,

Bei k3 = 4, = £ = 0 ist auch «s invariant beziiglich (10). Wir
betrachten also:

Falllc: gy = e =0,65 £0. Wir kénnen durch geeignete Wah]
VoI ig, By, ¢, tq, t, vermoége (10) erreichen®:

(32) G...(O:O:O:O:O:O:l), If...(l:/i]:O:O:O:fsszO)

.

und erhalten schliefllich die Normalform

i

- f::l,‘*f—tl

Y= 173 i
(3) ITVThTG s

o t2
§:z+t4z+_’*l1\+1y ,
K5

D=

“Tanl

Die Punkte des Gangraumes, welche sphérische Bahnen haben, bilden
eine vollisotrope Ebene ¥, welche in der Normalform (33) durch (27)
dargestellt werden kann. Die zugehdrigen Bahnsphiren

(34) B(u1,ps) ... ,L£2$2+/12I\71.'12+/112+E=O, EeR.

sind konzentrisch. Thre Fernscheitel sind fiir die Normalform (33) ge-
geben durch U/ . . (0:0:1:0). Es handelt sich zugleich um Typ A und
Typ B (siehe J. Lang [12], Satz 6), die Radien der Bahnsphiren kénnen
auch hier in der Form (23) angeschrieben werden.

Die Punkte einer vollisotropen Geraden h, welche in der Normal-
form (26) durch Th = yn = 0 beschrieben wird, werden auf ebenen
Bahnen gefihrt; die Bahnebenen sind zueinander parallel. Der Er-
satzabstand eineg Punlktes Plur,pa) € v von dieser ausgezeichneten
Geraden 4 ist 6(p1, pp) = -'% Es gilt auch hier die Beziehung (30).
Satz 3. Im Fyl lc werden die Punkte einer 'uolli.sotrope'\n Ebene v des
Gangraumes auf konzentrischen, Sphéren gefuhrt; dabei werden, Punk-
ten auf verschiedenen vollisotropen Geraden in v Bahnsphiren mit yer-
schiedenen Radien zugewiesen. Es gibt genau eine vollisotrope Gerade

SEs ergibt sich bei ty = :_;7451, e = %2, g = — 7a
M =7 =79 =9 =0 M Hilfe der Bedingung (8) erkennt man dann noch:
Y2 =0, ko = 0.

T1ttsva
1

te = —13 yorapst
6
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h C v, deren Punkte in (nichtisotropen, zueinander parallelen) Ebenen
loufen. Es gilt:
o Das Produkt aus dem Ersatzabstand eines Punktes P des Gang-
raumes von der Geraden h mit dem Radius der zugehdrigen Bahn-
sphare, hingt nicht von der Wahl des Punkies P e v ab und ist
eine Invariante von ¢, namlich L.
Jeder Bewegungsvorgang des Typs 1c, der die Invarianten K1,&5 auf-
wezst, 15t zur Normalform (33) konjugiert.

Fall 1d: k3 = k4 = k5 = 0. Dieser Fall Lefert nur eine voll-
isotrope Gerade von Punkten mit spharischen Bahnen und ist deshalb
nicht von Interesse.

1.2 FALL 2: T trifft Wog, liegt aber nicht in Hy oder Hg.

Sei T = GK mit G ¢ Hy,Hsund K =Tn Wos. Wir haben also
die Verbindungsgerade von Punkten

(35) G...(1:71:72:73:74:75:76#O), K...(0:51:ﬁ2253:fi4zf;510)

zu betrachten. Da x = 0 ist, sind x3 und K4 Invariant gegeniiber (10).
Wir unterscheiden:

Fall 2a: kg # 0. Dann ist wegen (8) aber k3 = 0. Wir kénnen
mit Hilfe von (10) und (8) jedenfalls®

(36) G...(1:0:0:0:0: 0: 5  0), K ... (0:£1:0:0:1:0:0)

erreichen und erhalten schlieflich die Normalform

52_:13+f1
- © T=ytta it
(3() .2 75#0.
Z=z— T+ ty — -

Y6

Die Punkte des Gangraumes mit sphirischen Bahnen liegen in einer
isotropen, aber nicht vollisotropen Ebene v

$Der Punkt K ist ein ausgezeichneter Punkt auf T, der Punkt G hingegen ist
willkiirlich auf T gewihlt. Setzt man statt (35) allgemein G...(1:v; + AR1:ys +
AR Y3 +ARg Yo+ ARyt s+ Ans: 76 # 0), so ergibt sich das oben angegebene Resultat
(36). Man erhilt diese Normalform dann mit Hilfe von (10) bei t, = i'_';—s’ﬁ, ty = ks,
te = __‘\":_Yiz-ﬁ‘i g = _:uiv\'i]+-\ﬂ'x&5+“r'ms’ le = Aatyang—vyery

6 T8
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(38) zo(p, pa) = “'ML, yo(p1,pa) =0.
Y6l

Die zugehdrigen Bahnsphéren sind von der Gestalt

K 1
(39) (1, p2) ... prz” +p2<—1——’;—>$+u1%z+E=0
6

.4

mit E € R. Alle Bahnsphiren haben denselben Fernscheitel U € u und
zugleich denselben Radius
T

(40) R = 7 -
Je zwei dieser Bahnsphéren sind schiebungsgleich. Betrachtet man
den Abstand g(P, P) zweier Punkte aus v und den Betrag.n(P, P) des
Schiebvektors,.der zu den beiden Bahnspharen gehort, 50 bestatigt man
leicht: ’ ‘
Y1 1
4 27
Dieses Verhaltnis hangt also nicht von der Wahl der beiden Punkte ab
und liefert zusammen mit (40) eine Deutung fiir die Invariante x;. Wir
erhalten also:

(41) n(P,P): q(P,P) =

Satz 4. Im Fall 2a haben die Punkie einer isotropen, aber nicht voll-
isotropen Ebene v des Gangraumes spharische Bahnen; dabei sind die
Bahnsphédren konzentrisch und haben denselben Radius, sind also schie-
bungsgleich. Die Invarianten sind ky,7vs. —I& tritt als gemeinsamer
Radius der Bahnsphiren auf. Das Verhaltms zwischen dem Abstand
zweier Punkte aus v und der Spanne des Vektors der Translation, die
die beiden Bahnsphéiren ineinander tberfihrt, ist eine Invariante (41).
Jeder Bewegungsvorgang des Typs 2a, der die Invarianten ki,vs auf-
weist, ist zur Normalform (37) konjugiert. _
Fall2b: k4 =0, k3 #0. Wir kénnen mit Hilfe von (10) und (8)
schiefilich”
(42) G...(1:0:0:0:0: 0: y¢ #£ 0), I‘(...(O:O:O:l:‘O: £s5:0)
\

d
3

erreichen. Es ergibt sich eine Normalform der Gestalt

"Wie in Fall 2a liefert der Ansatz G...(1:y + A&1:v2 + Akazya 4 Akaiys +
ARrg:iys + Aks:iys # 0) wegen (8) die Normalform fir die Verbindungsgerade T =
Ar5+5 g = i 6 e it £ 10 B AL

vs ! Vs

GK. Hier verwenden wir {1, = :77?;, te = —R1, 4 =
te = —FA 4 v3vs.

1
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T =2 + tl
y=1y + tax — K t4
(43) ’ PR
7=z +t3z + T4y — 1
Y6
Die Punkte mit sphérischen Bahnen liegen in einer vollisotropen Ebene
K
(44) v zo(pr,pe) =0, yo(p1sp2) = s
H17s

Die zugehdrigen Bahnsphiren sind von der Gestalt

(45) D(p1, p2) - ﬂ]$2+’12y+/11’)’62+E:0, EeR.
Sie haben durchwegs denselben Radius

(46) R:-%.

<

Die Fernscheitel dieser Bahnspharen sind gegeben durch
(47) U ... (0:0: —p1ys: H2)-

Man erkennt, daf3 der Frsatzabstand (P, P) zweier Punkte aus v und
der Ersatzwinkel a(P, P) zwischen den Fernscheiteln der zugehorigen
Bahnsphéren zueinander proportional sind: Thr Verhaltnis hangt nicht
von der Wahl der beiden Punkte ab und ist genau die Invariante

(48) #P,P) : a(P,P) = fs.

Also gilt:
Satz 5. Fall 2b liegt genau dann vor, wenn die Punkte einer voll-
isotropen Ebene v des Gangraumes sphérische Bahnen durchlaufen und
wenn dabei alle Punkte von v kongruente Bahnspharen mit verschiede-
nen Fernscheiteln besitzen. Die Invarianien Ks,Ys kann man geo—
metrisch charakierisieren:
o —1& tritt als gemeinsamer Rodius der Bohnsphiren auf.
o Das Verhdlinis zwischen dem Ersatzabstand zweier Punkie aus v
und dem Ersatzwinkel, den die Fernscheitel der zugehorigen Bahn-
sphiren bestimmen, 1st die Invariante k5 (48).
Jeder Bewegungsvorgang des Typs 2b, der die Invarianten Ks,vs ouf-
weist, 18t zur Normalform (43) konjugiert.

Ist k3 = k4 = 0, 50 ist xs invariant beziiglich (10). Wir setzen
also:

Fall 2¢: k3 = ke = 0, k5 # 0. Wir konnen mit Hilfe von (10)
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und (8) fiir die Spurpunkte G, K erreichen®:
(49) G...(1:0:0:0:0:0: 45 # 0), K...(0:£1:0:0:0:1:0).
Es ergibt sich schlieflich eine Normalform der Gestalt

f:.’t-l—tl
Y=y+itz+1;

(50) A 2 76 # 0.
E:z—l—t4a:—~tlfc1y+—1-

Y6
Die Punkte mit sphérischen Bahnen liegen in einer vollisotropen Ebene
v, die ebenso wie in (44) beschrieben werden kann. Die zugehorigen
Bahnsphéren sind konzentrisch und von der Gestalt .

(51) q)(m,pg)"...mzum%Hm?HE:’o, , EcR.

Sie haben durchwegs denselben Radius R = I und'sind;}“folglich kon-
gruent. Also: X
Satz 6. Fall 2¢c liegt genau dann vor, wenn die Punkie einer voll-
isotropen Ebene v des Gangraumes spharische Bahnen durchloufen und
wenn dabei Punkte auf verschiedenen vollisotropen Geraden in v kon-
gruente und konzentrische Bahnsphiren besitzen. Jeder Bewegungsvor-
gang des Typs 2c, der die Invarianten k; und Y6 a’ufweist, 18t zur Nor-
malform (50) konjugiert.

Der Fall k3 = k4 = k5 = 0 fithrt auf eine einzige vollisotrope
Gerade, deren Punkte spharische Bahnen durchlaufen und ist deshalb
nicht interessant.

1.3 FALL 3: T liegt in der Hyperebene Ho.‘

In diesem Fall haben wir mit ebenen Bahnen zu rechnen. Sei

T=GK mit G € Hy\ Wys und K = T N Wys. Wir setzen
(52) G...(OZ’)’]’)’ZZ")’gl’)’qZ’)’sIl), K...(Ozﬁl:ﬁz:&3:n$:ﬁs:0)

Wegen x¢ = 0 sind auch hier &3, x4 invariant gegen{iber\(lo). Wir
unterscheiden: :

8Hier erhalten wir, wenn wir so wie in Fall 2a oder Fall 2b vorgehen, bei

tg = %‘6", e = ’\%Z‘i, ty = —%, te = —irlg- mit Hilfe von (8) die angegebene
Normalform.
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Fall 3a: k4 # 0.  Wir kénnen mit Hilfe von (10) und (8) jeden-
falls®

(33) G...(0:0:0:0:0:0:1), K...(0:£1:0:0:1:0:0)
erreichen’® und erhalten die Normalform

T=z+t
(54) Y=y+iz+1;3

Z=z— K1tz + t4y.

Die Punkte des Gangraumes, welchen sphérische (hier: ebene) Bahnen
zugewiesewn werden, erhilt man in

2

(55) zo(p1, p2) = o yo(p1, p2) = 0.
1

Sie erfiillen eine isotrope, nicht vollisotrope Ebene. Die zugehdrigen
Bahnspharen sind die Ebenen

(56) @(/Jlnu'z) e M2R1T +,ulz +E = Oa E € R»

welche ein Ebenenbiindel mit dem Scheitel U bilden!!. Es besteht eine
Projektivitat zwischen dem Parallelstrahlbiischel vollisotroper Geraden
in v und dem Biischel U(z) der zugehorigen Bahnebenenferngeraden.
Ist A der Abstand zwischen zwei Punkten aus v und o der Winkel
zwischen ihren Bahnebenen, so bestétigt man durch Rechnung:

(57) o= —xy.

Dieses Verhéltnis hingt also nicht von der Wahl der beiden Punkte ab
und liefert eine Deutung fiir die Invariante 1. Also gilt:

Satz 7. Im Full 3a durchlaufen die Punkte einer wsotropen, aber nicht
vollisotropen Ebene v des Gangraumes ebene Bohnen; dabes entsprechen
Punkten auf verschiedenen vollisotropen Geraden in v nichiparallele
Bahnebenen, welche aber einen festen Fernpunkt U auf der absoluten
Geraden u gemeinsam haben. Das Verhilinis zwischen dem Winkel
zweier Bahnebenen und dem Abstand der zugehorigen Punkte im Gan-
graum ist konstant, und zwar gleich —r,. Jeder Bewegungsvorgang des

9Der Punkt K ist ein ausgezeichneter Punkt auf 7', der Punkt G hingegen ist
willklirlich auf T gewahlt. In der Rechnung setzen wir fiir G statt (52) allgeniein
G...(0:y +Akyiyn + ARa:ys + Arz:yg + Akgiys + Axs: 1) und versuchen, durch
geeignete Wahl von X zu spezialisieren.

OWir setzen k4 = 1 und in (10) ta = A4y, ty = ks, 1o = Aks + s,
td = =71 + A1 + Anghs 4+ yaRs, fe = —Ak3 + v3. Wegen (8) ergibt sich dann (53).

' Man vergleiclie hiezu I. Vogler {21].
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Typs 3a, der die Invariante k1 aufweist, 15t zur Normalform (54) kon-
Jugtert. )
Fall 3b: k4 = O k3 #0. (10) und (8) liefern'?

(58) .-(0:0:0:0:0:0:1), K...(0:0:0:1:0: 65: 0).
Wir erhalten schliefllich

=.’IZ—|—t1
(59) Y=y +12Z — Ksls
E:2+t3.’l}+t4y

als Normalform. Die Punkte des Gangraumes, welchen eine spharische
Bahn zugewiesen wird, liegen in einer vollisotropen Ebene
KsH2

(60) zo(p,p2) =0, yolpi,pe) = Ty
die Bahnebenen sind durch \é:\
(61) (pa,p2) «-- poy+mz+E=0, EGR

gegeben. Alle Bahnebenen haben einen Fernpunkt U gemelnsam der
aber nicht auf der absoluten Geraden liegt. Es besteht auch hier eine
Projektivitit zwischen dem Parallelstrahlbiischel vollisotroper Geraden
in v und dem Biischel U(u) der zugehdrigen Bahnebenenferngeraden.
Ist ¢ der Abstand zwischen zwei Punkten aus vund o der Winkel zwi-
schen ihren Bahnebenen, so gilt:
(62) a:t=—1:ks
und somit:
Satz. Im Fall 3b werden die Punkte einer vollzsotropen Ebene v des
Gangraumes ouf ebenen Bahnen gefihrt; dabei entsprechen Punkien
auf verschiedenen vollisotropen Geraden in v tichtparallele Bahnebe-
nen, welche aber einen festen Fernpunkt U ¢ u gemeinsam haben. Das
Verhilinis zwischen dem Winkel zweier Bahnebenen und dem Ersatz-
abstand der zugehirigen Punkte im Gangraum ist konstant, und zwar
gleich ———1;. Jeder Bewegungsvorgang des Typs 3b, der die Invariante
Ky aufweist, ist zur Normalform (59) konjugiert. \

Fall 3c: k3 = kg = 0. Nur bei k5 # 0 erhaiten wir einen
interessanten Fall. Man kann!® 3

12Wir setzen k3 = 1 und in (10) dann t, = —&1, & = ¥4, te = —H1,
tg = —71 + K173, te = —A — v3. Aus (8) ergibt sich (58). i
13Wir setzen ks = 1 und erhalten mit Hilfe von (10} und (8) bei t, = 22,

5

te = A5, g = —y1 — A1 — tyys, te = —v3 die Gestalt (63).
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(63) G...(0:0:0:0:0:0:1), K .. . (0:%3:0:0:0:1: 0).
erreichen und erhalt schlieBlich als Normalform
T=zx41
(64) T=y+ttrtt
Z=z+ sz —tiryy
Die Punkte des Gangraumes mit sphérischer Bahn liegen in einer voll-
isotropen Ebene
4 52 ‘

(65) - fE()(,LLl,/.LQ):O., yO(,u'la,LLZ) = 1 3
1

die Bahnebenen sind durch
(66) @(p1,42) ... Kipaz + 2+ E =0, EeR.

gegeben. Alle Bahnebenen haben einen Fernpunkt U (auf der abso-
luten Geraden) gemeinsam. Die einzige Invariante x; kann man ebenso
wie im Fall 3b deuten, wenn man als Winkel zweier Bahnebenen den
Ersatzwinkel o wahlt:

(67) ot = —HK.

Es gilt: »
Satz 9. Der Fall 3c ist dadurch charakterisiert, daf die Punkte einer
vollisotropen Ebene v des Gangraumes ebene Bahnen durchlaufen. Das
Verhdltnis zwischen dem Winkel zweier Bahnebenen und dem Ersatz-
abstand der zugehdrigen Punkte im Gangraum ist konstant, und zwar
gleich —rq. Jeder Bewegungsvorgang des Typs 3c, der die Invariante
K1 aufweist, ist zur Normalform (64) konjugiert.

1.4 FALL 4: T liegt in der Hyperebene H;.

Dieser Fall schliefit die Betrachtung eindimensionaler Unterraume
von P(V) ab. Den Fall, da8 T in Wys = Hy N Hg liegt, schlieBen wir
aus; er ist nicht von Interesse, da alle Punkte auf isotropen Ebenen wan-
dern und der Grundrifzwanglauf ein Kreuzschiebergetriebe ist (siehe O.
Roschel [14]). Wir haben mit Bahnen auf Punktgrenzkugeln zu rechnen.
Gemaf J. Lang [12], Satz 2, werden mit jeder Sphirenbedingung dieses
Typs alle Punkte einer vollisotropen Ebene ebenfalls auf Punktgrenz-
kugeln gefiihrt. Wir konnen den Unterraum T als Verbindungsgerade
T = GK mit G € Hg \ Wy, IV € Wy darstellen. Der Ansatz
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(68)  G...(L:y192:93:74:75: 0), K ... (0:51: Kot K3t k4t k52 0)
liefert wegen J. Lang [12], Satz 2, nur bei Vi =T5 = g = K5 = 0 ein
nichttriviales Resultat. x3 ist wegen #¢ = 0 eine Invariante beziiglich
(10). Es ergibt sich:

Full 4a: k3 # 0. Wir konnen vermdge (69) 51 = ko = 0 errei-
chen. Es ergibt sich!*
(69) G...(1:1:72:0:0:0: 0), K ...(0:0:0:1:0:0: 0).
Die verbleibenden Invarianten -, v, liefern® bei v #0, k1 = 1 einen
Bewegungsvorgang der Gestalt :

f=$+t1
t; + 12 :
(70) . gey-nath, Yo, # 0.0
- 72 I T
o Z=z4 1t —tay +ia . &\

Fall 4b: k3 = 0. Wenn wir den trivialen Fall éuﬁer acht lassen,
in dem nur die Punkte einer vollisotropen Ebene auf sé‘hiebungsgleichen
Punktgrenzkugeln gefiihrt werden, so kénnen wir 3 # 0, ko # 0 setzen;
sei also k3 = 1. Vermdge (10) erreichen wirl®

(71) G...(1:0:0:73:0:0: 0), K ... (0:£1:1:0:0:0:0).
Die Invarianten 73, x; liefern den Bewegungs%organg

f‘—‘.‘l)—l—tl
2 !

- t )
(72) T=y—ritiz— - = 3 #0.
Y3

Z=z4 bz 1ty +iy

Die Bewegungsvorgénge aus Fall 4a und Fall 4b sind die einzigen
Bricardbewegungsvorginge, welche zu eindimensionalen Bedingungs-
r’aumen gehoren. Es handelt sich bei (70) und (72) um die Normal-
formen jener Bricardschen Bewegungsvorginge, die in O. Réschel [16],
Satz 1, als der Typ I angefithrt sind. Es gilt also:

M Wir haben hier den Punkt K als den Schnittpunkt mit )W'gﬁ ausgezeichnet,
wahrend G willktrlich auf T gewahlt wurde. Wir setzen G(N;-'Yi + Ag;...) und
erhalten bei A = —y3 und ¢, = ks, £, = —&; das Resultat (69)."

18Im Fall v = 0 werden nur die Punkte einer einzigen vollisotropen Ebene
auf Punktgrenzkugeln gefihrt. Diéser Fall ist nicht von Interesse.

8¢, = ’\yﬁz, i = —ﬁ-}yﬁl- liefert (71). Eine Spezialisierung von A bringt
keine weitere Veraeinfachung. *
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Satz 10. Die einzigen vierparametrigen Bricardbewegungen haben die
Normalformen (70) und (72).

(a) Im Fall 4a werden alle Punkte des Gangraumes auf Punkt-
grenzkugeln gefihrt, die Punkte einer vollisotropen Ebene v sogar auf
wsotropen Ebenen (die wir als Grenzfille von Punktgrenzkugeln betra-
chien). Bezeichnet § den Abstand ewnes Punktes von dieser Ebene v
und R den Radius der ihm zugehorigen Bahnsphire, so gult:

(73) | §-R=-2

Besitzen zwei Bewegungsvorginge des Typs 4a dieselben Invarianten
71,72, S0 sind sie zueinander konjugiert.

(b) Im Fall 4b werden alle Punkte des Gangraumes auf kongru-
enten Punkigrenzkugeln gefihrt. Die Invariante v3 bestimmt den Ra-
dius der Bahnkugeln: R = —1¢. Die andere Invariante k1 ldft fol-
gende Deutung zu: Sind Py, Py zwei Punkte des Gangraumes mit dem
wotropen Abstand 6(P1, Py) = PPy, so sind die zugehorigen Bahnsphi-
ren @1, @y schiebungsgleich. Fir den Betrag v(®1,®2) eines Schiebvek-
tors, der @1 in By Gberfihrt, gilt

(74) 25(P1,P2) + v(<I>1, @2) = K1.

Besttzen zwes Bewegungsvorgange des Typs 4b dieselben Invarianten
V3. K1, s0.sitnd sie zueinander konjugiert.
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